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Modulo 5 — Processos Geométricos Auxiliares | - 27 horas / 36 aulas

auxiliares.

Apresentacao, caracteristicas e aptidées dos métodos geométricos

>  Apresentacdo, caracteristicas e aptidoes dos métodos geométricos auxiliares

Ao longo de todos os conteudos expostos até agora observou-se, sempre, que um segmento
de recta se projecta em verdadeira grandeza (VG) apenas no plano de projecgado ao qual o

segmento é paralelo.

Um segmento de recta obliquo, por exemplo, ndo se projecta em verdadeira grandeza em

nenhum dos planos de projec¢ao, pois hao
€ paralelo a nenhum deles.

Da mesma forma, uma figura plana
projecta-se em verdadeira grandeza (VG)
apenas no plano de projecgéo ao qual a
figura é paralela.

A figura representa um tridangulo [ABC],
contido num plano frontal (de frente) o,
bem como as suas projecgdes frontal e
horizontal.

[A2B2C2] é a projeccao frontal do triangulo
[ABC].

[A2B2C2] e [ABC] sao dois triangulos
geometricamente iguais, pois o triangulo ?
[ABC] projecta-se em VG no Plano Frontal

de Projeccéo.

No caso dos segmentos de recta, a
deformacdo maxima é aquela em que a
projeccdo do segmento se reduz a um ponto —
€ o caso dos segmentos de recta de topo ou
verticais.

Ja no caso das figuras planas, a deformacgéao
maxima € aquela em que a projecg¢ao da figura
se reduz a um segmento de recta — é o caso
das figuras contidas em planos projectantes.

Na figura esta representado um quadrado
[ABCD], contido num plano de topo o, bem
como as suas projecgoes frontal e horizontal.
A projeccéao horizontal do quadrado € o
rectangulo [A1B1C1D1].

A projecgao frontal do quadrado é o segmento
de recta [B2C2].
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Sempre que um segmento e/ou uma figura plana nao € paralela a qualquer dos planos de
projecgao, a sua projecg¢ao nesse plano apresenta, necessariamente, uma deformagao, que
pode ser maior ou menor.

O estudo que agora se inicia tem como objectivo resolver os problemas referentes a
situagcbes em que os segmentos de recta ou figuras planas ndo se projectam em verdadeira
grandeza em nenhum dos planos de projecc¢éo, por nao serem paralelos a nenhum dos
planos de projecgéo.

Assim, e de uma forma geral, a resolug¢ao desse tipo de problemas passa por fazer com que
esses segmentos ou figuras planas fiquem paralelas aos planos de projecgéo ou
coincidentes com eles.

Ao processos utilizados para esse efeito denominam-se Processos Geométricos Auxiliares e
sdo trés:
- 0 processo da mudanca do diedro de projecgdo (ou mudancga de planos);

A mudanca do diedro de projecc¢ao (também chamada mudanga dos planos de projecgao),
consiste em, mantendo fixo o objecto (segmento de recta ou figura plana), introduzir novos
planos de projeccéo, substituindo os existentes e criando, dessa forma, um novo diedro de
projeccao, no qual pelo menos um dos planos de projecc¢ao seja paralelo ao objecto
(segmento de recta ou figura plana).

- 0 processo da rotagao;

Rotagao consiste em mudar a posi¢gao do objecto (segmento de recta ou figura plana),
rodando-se em torno de um eixo de rotagao (uma recta), mantendo os planos de projeccéo
existentes, de forma que o objecto (segmento de recta ou figura plana) fique paralelo a um
dos planos de projecgéo.

- 0 processo do rebatimento.

Um rebatimento é semelhante a uma rotacéo e consiste, tal como esta, em rodar o objecto
(segmento de recta ou figura plana) em torno de um eixo de rotagdo (uma recta), sem alterar
a posic¢ao dos planos de projeccéo, de forma que o objecto fique paralelo a um dos planos
de projec¢ao ou coincidente com um deles.

A diferenca entre uma rotagdo e um rebatimento consiste no facto de, num rebatimento, o
eixo de rotagao ser uma recta do plano que contém o objecto (segmento de recta ou figura
plana) enquanto, numa rotagao, o eixo € uma recta exterior ao plano.

Um rebatimento €, assim, uma rotagdo em que o eixo de rotagdo é complanar com o objecto
a rodar.

Por Processos Geométricos Auxiliares entende-se, assim, um conjunto de processos que
visam obter projec¢des mais favoraveis de um dado objecto para um determinado estudo
em curso sobre esse mesmo objecto.

2. | Mudancga de diedro de projecgédo. Generalidades.
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> Mudanca de diedro de projeccdo. Generalidades

A mudanca do diedro de projecg¢ao tem, por objectivo, colocar o objecto numa nova posigao
em relagao aos planos de projecgéo, através da alteragcéo da posigao dos planos de
projec¢céo — uma posigao mais conveniente para um determinado estudo.

Como ja se referiu, o processo da mudancga do diedro de projeccéo consiste em, mantendo
fixo 0 objecto a projectar, introduzir novos planos de projec¢ao, em posi¢cdes mais favoraveis
em relagao ao objecto projectado, substituindo os planos de projecgao iniciais e criando,
dessa forma, novos diedros de projecc¢do, nos quais o objecto se projecte de forma mais
favoravel para o estudo em curso.

- O plano XY (v0) pode designar-se por plano 1 — a projec¢gdo de um ponto A nesse plano
representa-se por A1.

- O plano XZ (¢0) pode designar-se por plano 2 — a projecgao de um ponto A nesse plano
representa-se por A2.

- O plano YZ (=0) pode designar-se por plano 3 — a eventual projec¢cao de um ponto A nesse
plano representa-se por A3.

Assim, os novos planos introduzidos designar-se-ao sucessivamente por plano 4, plano 5,
plano 6, etc..

As projecgdes de um ponto A nesses planos representar-se-ao, respectivamente, por A4, A5,
AB, etc..

E necessario ter em conta que, em qualquer situacdo se mantera, sempre, a relagéo de
ortogonalidade entre os dois planos de projecgao de qualquer novo diedro de projecgéo, ou
seja, introduzindo um novo plano de projecgéo, este sera, sempre, ortogonal ao plano de
projeccao que se mantém.

Na resolucéo de problemas através deste processo, ha trés situagdes a considerar:

1. aescolha do plano de projeccéo a ser substituido e a posicdo do novo plano de
projeccao a ser introduzido;

2. as novas projecgdes do objecto — mantém-se uma projecgéo do objecto (a projec¢ao
no plano que se manteve) e ha uma nova projecgao do objecto (a projecgao no plano
de projecg¢ao que se introduziu), que substitui uma das projecgdes iniciais e que se
relaciona com a projec¢ao que se mantém;

3. as coordenadas dos pontos — mantém-se as coordenadas relativas ao plano de
projeccado que se manteve e alteram-se as coordenadas relativas ao plano de
projec¢ado que se substituiu.

Transformagao de um segmento de recta obliquo num segmento de
3. | recta horizontal (de nivel).
Exercicios praticos de consolidagdo dos conteudos expostos.

»  Transformacdo de um segmento de recta obliquo num segmento de recta horizontal (de

nivel)
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Seja dado um segmento de recta [AB], obliquo, B2
representado pelas suas projecgdes.

A2
Pretende-se determinar a verdadeira grandeza (VG) do
comprimento do segmento de recta. X

Para obtermos a VG de AB é necessario que o segmento

fique paralelo a um dos planos de projecgéo — € necessario,
assim, transformar [AB] num segmento horizontal (de nivel)
ou num segmento frontal (de frente). B1

A1

Considera a primeira hipotese.

Para transformar o segmento [AB] num segmento de recta horizontal (de nivel), € necessario
substituir o Plano Horizontal de Projecgao (plano XY — plano 1) por um novo plano de
projecgao (plano 4), paralelo ao segmento [AB], o que consiste, basicamente, em introduzir
um novo plano de projecg¢ao, que se
designa por plano 4 (o plano 3 € o plano
YZ - n0).

9\3“0 2

O novo plano de projecgao intersecta o
Plano Frontal de Projecgdo numa recta
paralela a projeccao frontal do
segmento [AB] — o novo eixo X &
paralelo a [A2B2] e representa-se por
X.

As projeccgdes frontais dos pontos A e B

nao sofreram alteragdes — mantém-se a
projecgao frontal do segmento, pois
manteve-se o Plano Frontal de >
Projecgéo. X

Vai haver uma nova projecg¢ao do
segmento — a projecgédo do segmento
[AB] no plano 4, que substitui a projec¢ao horizontal do segmento.

No que respeita as coordenadas de A e B, os afastamentos mantém-se, pois a relagao dos
pontos com o Plano Frontal de Projeccéo (o plano de projec¢cdo que se manteve) nao se
alterou, ao contrario das suas cotas — alteram-se as cotas dos pontos, que passam a ser as
distancias dos pontos ao plano 4, o que implica que irao ser diferentes das anteriores.

As novas projecgdes dos pontos A e B (as suas projecgdes no plano 4) representar-se-ao por
A4 e B4.

Tem em conta que o eixo X’ é a recta de intersec¢éo do plano 2 com o plano 4, enquanto o
eixo X inicial é a recta de interseccéo do plano 1 com o plano 2.
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Comeca por representar o eixo X', paralelo a A2
[A2B2].
X

2

Assinala com os numeros 1 e 2, os dois planos X’
de que o eixo X é a recta de interseccgao. A
Assinala com os numeros 2 e 4, os dois planos
B

de que o eixo X? € a recta de intersecgéo. 1
A projeccéo frontal do segmento mantém-se —
nao foi substituida (ndo se substituiu o Plano
Frontal de Projeccéo).
A2

As linhas de chamada das novas projecgdes dos ‘

90°

pontos A e B serdo, agora, perpendiculares ao X
eixo X'. M

A1
a — afastamento do ponto A.

b — afastamento do ponto B. B1

A4 e B4 determinaram-se em funcao das disténcias a e b, respectivamente.

As distancias das novas projeccdes de A e B

(A4 e B4) ao eixo X’ sdo iguais as distancias das

projecgdes horizontais iniciais (A1 e B1) em A2
relacéo ao eixo X inicial.

B2

=N

As projeccdes do segmento [AB] no novo diedro  x a\ia
de projecgao (formado pelo plano 2 e pelo plano
4) sdo os segmentos [A4B4] e [A2B2].

A VG do segmento A4B4 (a sua projecgao no
plano 4), pois 0 segmento esta paralelo a este
plano.

B4

—_

4. | recta frontal (de frente).
Exercicios praticos de consolidacdo dos conteudos expostos.

Transformagao de um segmento de recta obliquo num segmento de

>  Transformacido de um segmento de recta obliqguo nhum segmento de recta frontal (de

frente)

Vamos ver, agora, como transformar o segmento de recta [AB]
do estudo anterior num segmento de recta frontal (de frente),
com x cm de afastamento.

A2

B2

Para tal, € necessario substituir o Plano Frontal de Projeccao
(plano XZ - plano 2), por um plano de projecgao (plano 4), A1
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paralelo ao segmento [AB] e a x cm deste — corresponde a introdugdo de um novo plano de
projeccao, que se designara plano 4.

Q\a“o 2

O novo plano de projeccao intersecta o
Plano Horizontal de Projecgdo numa recta
paralela a projecc¢ao horizontal de [AB] — H
0 novo eixo X (eixo X') & paralelo a
[A1B1] e situa-se a x cm deste (que é o
afastamento pretendido).

O plano 4 esta, assim, a x cm do
segmento.

As projec¢des horizontais dos pontos A e
B ndo sofreram alteragcdes — mantém-se a x|
projeccao horizontal do segmento, pois
manteve-se o Plano Horizontal de ?
Projeccéo.

Vai haver uma nova projec¢céo do segmento — a projecgdo do segmento [AB] no plano 4, que
substitui a projecgéo frontal do segmento.

No que respeita as coordenadas de A e B, as coordenadas mantém-se, pois a relagao dos
pontos com o Plano Horizontal de Projecgao (o plano de projecgao que se manteve) néo se
alterou, ao contrario dos seus afastamentos — alteram-se os afastamentos, que passam a ser
as distancias dos pontos ao plano 4, o que implica que irdo ser diferentes dos anteriores.

As novas projecgdes dos pontos A e B (as suas projecg¢des no plano 4) representar-se-ao por
A4 e B4.
B2
Comega por representar o eixo X', paralelo a
[A1B1] e a x cm deste (o afastamento A2

pretendido). X
O

Assinalou-se com os numeros 1 e 2 os dois
planos de que o eixo X € a recta de interseccéo.
Da mesma forma, assinalou-se, com os Al X cm 4
numeros 1 e 4 os dois planos de que o eixo X’ é 1
a recta de interseccgéo. B1

ENINY

A projecgéao horizontal do segmento mantém-se — ndo sera substituida (ndo se substituiu o
Plano Horizontal de Projecgao).

As linhas de chamada das projec¢des de A e B, no novo diedro de projecg¢ao, sao
perpendiculares ao eixo X'.

Como se observou anteriormente, mantém-se as cotas de A e B — assim, A4 e B4 distam, do
eixo X', o mesmo que A2 e B2 distam do eixo X.
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b B4
a — cota do ponto A. x — A2 ] /
a

X b 2
b — cota do ponto B. 1
A4 e B4 determinaram-se em funcao das A1 4
distancias a e b, respectivamente. y

O segmento [AB] esta, agora, numa posigcao B

frontal (de frente) pois esta paralelo ao plano 4 — a sua VG encontra-se na nova projec¢ao
frontal do segmento, ou seja, no comprimento [A4B4].

Transformagao de uma recta horizontal (de nivel) numa recta de topo.
Exercicios praticos de consolidacdo dos conteudos expostos.

>  Transformacio de uma recta horizontal (de nivel) numa recta de topo

h2
Seja dada uma recta h, horizontal (de nivel), definida
pelas suas projecgoes. X
Vejamos como transformar a recta h numa recta de topo,
através da mudancga do diedro de projecgao.

h1
Para transformar a recta h numa recta de )

\o

topo sera necessario substituir o Plano
Frontal de Projecgao (plano 2) por um

outro plano (plano 4), ortogonal a recta h. C Te—
Assim, o novo eixo X (0 eixo X’), que € a ! |
recta de interseccéo do plano 4 com o
plano 1, ficara perpendicular a h1.

Plano 4

A projeccéao horizontal da recta h e as
cotas dos seus pontos mantém-se, pois
manteve-se o Plano Horizontal de
Projecgao.

A projeccéo frontal da recta h e os
afastamentos dos seus pontos alteram-
se, pois substituiu-se o Plano Frontal de
Projeccéo.

Representa o eixo X', perpendicular a h1.

. . o h2 A2
Para determinar a nova projecgéo da recta (a projec¢ao
da recta h no plano 4), necessitamos de um ponto X 2
qualquer da recta — o ponto A, por exemplo. go° |
Determina a nova projecgao frontal do ponto A, em
funcao da sua cota (que nao se altera). h1 A1 >

7
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a — cota do ponto A. X

A4 ¢é a projecgao do ponto A no plano 4 e determinou-

se em fungéo da distancia a. h2 A2

a a 2
Uma recta de topo € uma recta que projecta todos os X 7,7\\ 1
seus pontos no Plano Frontal de Projeccao — a \‘ﬁg
projeccao frontal da recta € um unico ponto.
A nova projeccéo frontal da recta esta, assim, h1 A1 -
coincidente com a nova projecgao frontal do ponto A — >

(h4) coincidente com A4.

Exercicio 1

1.

E dado um segmento de recta [AB], obliquo, sendo A (1; 2; 4) e B (-3; 1; 2). Determina a
VG do segmento, transformando-o num segmento horizontal (de nivel) com 2 cm de
cota.

2. Considera o segmento [AB] do exercicio anterior. Transforma o segmento [AB] num
segmento de recta frontal (de frente) com 3 cm de afastamento.

3. E dada uma recta f, frontal (de frente). A recta f passa pelo ponto A (2; 3) e faz, com o
Plano Horizontal de Projecgao (plano ZY — v0), um angulo de 30° (ad). Transforma a
recta f numa recta vertical.

4. E dada uma recta r, obliqua. A recta r passa pelo ponto R (2; 1) e as suas projecgdes
fazem, com o eixo X, angulos de 35° (ad) e 25° (ad), respectivamente a projecgéo
frontal e a horizontal. Desenha as projecgdes de um segmento de recta [RS], com 4 cm
de comprimento, situado no 1° Diedro e contido na recta r.

6 Transformacgao das projeccdes dos elementos definidores do plano.
" | Transformag&o de um plano vertical num plano frontal (de frente).

»  Transformacdo de um plano vertical num plano frontal (de frente)

Considera um triangulo [ABC], contido num plano vertical fa B2

.

O tridngulo [ABC] néo se projecta em VG em nenhum dos A2

planos de projecgao.

Cc2

Pretende-se a VG do tridngulo.

A1\B1\

C1
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Para obter a VG do triangulo é
necessario que o plano que o contém
(o plano o) fique paralelo a um dos
planos de projec¢ao, ou seja, €
necessario transformar o plano . num
plano frontal (de frente) ou um plano
horizontal (de nivel).

Visualiza a situacéo.

Ha que transformar o plano o (que é o plano vertical) num plano frontal (de frente), pois sé&o
ambos planos projectantes horizontais.

Assim, é necessario substituir o Plano Frontal de Projecg¢ao por um outro plano de projecgéo
(plano 4), paralelo ao plano o, de forma a criar um novo diedro de projec¢ao no qual o plano
a seja um plano frontal (de frente) — a VG do tridngulo estara, entdo, na sua projecg¢ao
frontal.

O eixo X, na sua nova posigao (eixo X’), fica paralelo ao trago horizontal do plano a (ha).
O plano 4 é o novo plano de projecgédo — no fo o2
diedro de projecc¢ao formado pelo plano 1 e pelo 4
plano 4, o plano a € um plano frontal (de frente).
A2 A4
No novo diedro de projeccédo, mantém-se as
projecgdes horizontais dos pontos (manteve-se X C2
o Plano Horizontal de Projecgéo), bem como o
traco horizontal do plano a. c4

N

—

O plano a, no novo diedro de projecg¢ao, nao
tem traco frontal (€ paralelo ao plano 4). A1

As projecgdes dos pontos A, B e C no plano 4 B1
determinaram-se em fungao das suas cotas, que C1

se mantém. ho 14

Determinando as novas projecgdes dos trés vértices do triangulo, obteve-se a VG da figura —
o tridangulo [A4B4C4] é o triangulo [ABC] em VG.

7. | Transformagao de um plano de topo num plano horizontal.
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>  Transformacio de um plano de topo num plano horizontal

fy
Considera, agora, um plano de topo, vy, definido pelos
seus tragos.

(f4y)=fy 5
xcm 4 X
N 2
1
hy
X’ _
Transformemos o plano y num plano horizontal (de
N nivel) com x cm de cota.
Y

Para tal, € necessario substituir o Plano Horizontal de Projecgédo por um outro plano de
projecgao (plano 4), paralelo ao plano y e a x cm deste.

No novo diedro de projeccéo, formado pelo Plano Frontal de Projecgéo e pelo plano 4, o
plano y sera um plano horizontal (de nivel) com x cm de cota.

O novo eixo X (o eixo X’) é a recta de intersecg¢ao do plano 2 (o plano que se manteve) com
o plano 4 (o novo plano de projec¢éo) — o eixo X, fica paralelo a fy e a x cm deste.

Na sua nova posigao, o plano y ndo tem trago horizontal, pois € paralelo ao plano 4 (que
corresponde ao novo Plano Horizontal de Projecgéo).

Transformacgao de um plano vertical num plano frontal.

Determinagao da verdadeira grandeza da entidade geométrica situada
no plano.

Exercicios praticos de consolidacdo dos conteudos expostos.

>  Transformacio de um plano vertical num plano frontal

Considera, agora, um plano vertical, 3, definido pelos 5

seus tragos.

Transformemos o plano 6 num plano frontal (de frente)
com x cm de afastamento.

Para tal, é necessario substituir o Plano Frontal de
Projecgao por um outro plano de projeccgéo (plano 4),
paralelo ao plano 6 e a x cm deste.

Escola Profissional Val do Rio hs Luisa Tarracha



GD - M5 - Pagina 11

fs No novo diedro de projecgao, formado pelo Plano
Horizontal de Projeccéo e pelo plano 4, o plano 6 sera
1 um plano frontal (de frente) com x cm de afastamento.

O novo eixo X (o eixo X’) é a recta de intersecg¢ao do
plano 1 (o plano que se manteve) com o plano 4 (o
X novo plano de projecgéo) — o eixo X', fica paralelo a
ho e a x cm deste.

X cm
, Na sua nova posi¢ao, o plano & ndo tem traco frontal,
X pois é paralelo ao plano 4 (que corresponde ao novo
Plano Frontal de Projecgao).
hd=(h43)
Exercicio 2

1. E dado um tridngulo [PQR], contido num plano de topo, sendo P (2; 3; 1), Q (-2; 4; 4) e
R (1; 3). Determina a VG do triangulo.

2. E dado um rectangulo [ABCD],contido num plano vertical y. O plano y faz um diedro de
60° (ae) com o Plano Frontal de Projeccao. A diagonal [AC] esta contida no $1/3 sendo
que A tem 2 cm de cota e C tem 6 cm de afastamento. O lado [AB] do poligono é
vertical e o lado [BC] é horizontal (de nivel). Desenha as projec¢des do rectangulo e
determina a sua VG.

3. E dado um plano vertical, 8, que faz, com o Plano Frontal de Projeccdo, um diedro de
30° (ad). Sao dados dois pontos, A (1; 4) e B (2; 0), pertencentes ao plano . Os pontos
A e B sao dois vértices de um tridangulo equilatero [ABC], contido no plano & Desenha as
projecgdes do tridngulo, construindo previamente a figura em VG, apés transformar o
plano 6 num plano frontal (de frente) com 2 cm de afastamento.

Rotacdes. Generalidades.
Rotagao de pontos.

> Rotacoes. Generalidades

Tal como o processo da mudanga do diedro de projecgao, o processo da rotagao tem, por
objectivo, posicionar o objecto projectado numa nova posigdo em relagao aos planos de
projec¢cao — uma posigao mais conveniente para o estudo a efectuar.

No entanto, se, no processo anterior, tal se efectuava através da introdug¢ao de novos planos
de projeccao (substituindo um dos planos de projecgéo), o que resultava numa mudanga do
diedro de projeccao, mantendo-se fixa a posi¢cao do objecto, o presente processo consiste
precisamente no contrario, ou seja, na mudancga da posi¢céo do objecto projectado,
mantendo-se os planos de projec¢ao convencionais, ou seja, mantendo o mesmo diedro de
projecgao.

Assim, o processo da rotagcdo é um processo geomeétrico auxiliar que consiste, tal como o
nome indica, em rodar o objecto em torno de uma recta (um eixo de rotagao ou charneira),
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de forma a que objecto a efectuar, obtenha uma posi¢ao mais conveniente em relagdo aos
planos de projecgéo, para o estudo a efectuar.

VVé como tal se processa. e

A — ponto a rodar.
e — recta em torno da qual o ponto A roda (eixo de

rotacao). A 0

AA’ — arco de circunferéncia que corresponde a
rotacao do ponto A.

A’ — posicao final do ponto A, apds a sua rotacao. |
0 — plano ortogonal a recta e (eixo de rotagédo), no qual esta contido o arco da rotagao do
ponto A.

a® - amplitude do arco da rotagao do ponto A.

Tendo em conta que, tal como as figuras planas, os arcos de circunferéncia se projectam em
VG nos planos aos quais sao paralelos, estudar-se-do, apenas, as situacbes em que os arcor
de rotagao sao horizontais (de nivel) ou frontais (de frente) — as situa¢cdes em que a rotagéo
dos pontos se processa em planos horizontais (de nivel) ou planos frontais (de frente),
respectivamente.

Atendendo a que, em ambas as situagdes referidas, o eixo de rotacdo € sempre uma recta
projectante, estudar-se-ao, apenas as situagdes em que o eixo de rotagao € uma recta
projectante.

Ha ainda que notar que, ao longo da rotagao, a posi¢ao do objecto em relagédo ao eixo de
rotacao é fixa.

Na resolucao de problemas, através deste processo, ha trés situagdes a considerar:

1. aescolha do eixo de rotagado (ou charneira) para o estudo em curso (se sera um eixo de
topo ou vertical), o que implica reconhecer se os arcos da rotagao estao contidos em
planos frontais (de frente) ou horizontais (de nivel), respectivamente, e, assim,
identificar em que plano de projecgao os arcos se projectam em VG;

2. aamplitude da rotagao (30°, 20°, 45°, 120°, etc.), que sera necessariamente a mesma
para todos os pontos do objecto;

3. o sentido da rotagao (sentido dos ponteiros do relégio ou o sentido contrario), que sera
necessariamente a mesma para todos os pontos do objecto.

» Rotacado de pontos °2
Considera um ponto A, situado no 1° Diedro, e A2 02
uma recta vertical, e.
X
(e1)=01
Escola Profissional Val do Rio Luisa Tarracha
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Vamos executar a rotacdo do ponto A em torno da recta e, com uma amplitude de 120° no
sentido contrario ao dos ponteiros do relégio.

®0 . . . ~
Visualiza a situagéo.
A — ponto a rodar.
e2 e e — eixo de rotacéo.

AA’ — arco de circunferéncia com 120°
de amplitude, que corresponde a
rotagdo do ponto A.

A’ — posicao final do ponto A, apds a
sua rotacéo.

v — plano horizontal (ortogonal ao eixo
€), que contém o arco da rotagao do
ponto A.

e2

A1A’1 — projecgao horizontal do arco AA'.

(fv) A2 02

Resolve o exercicio em dupla projecg¢ao ortogonal.

v — plano horizontal (de nivel), ortogonal a e, que contém X

0 arco da rotagao do ponto A. Tie1)=01

e2
(fv) A2 02 A2 AT
O - centro do arco da rotagao do ponto A.
X A1 [OA] — raio do arco da rotagao do ponto A.

(e1)=01 , , .
A’ — ponto A rodado, ou seja, posic¢ao final do ponto A
apos a sua rotacao (A’1 e A’2 s&o as projecgdes de

A1 120° A).

A1A’1 — projeccéo horizontal (em VG) do arco de circunferéncia AA’, com 120° de amplitude.

10.| Rotagédo de segmentos de recta.

> Rotacdo de segmentos de recta

Considera um segmento de recta [AB], obliquo, definido pelas suas projec¢des, e uma recta
de topo, e.

Escola Profissional Val do Rio Luisa Tarracha




GD - M5 - Pagina 14

Executa a rotagdo do segmento, com uma amplitude de 45° no sentido dos ponteiros do
reldgio, sendo a recta e o eixo da rotagao.

¢ — plano frontal (de frente), ortogonal a recta e, que contém
0 arco da rotagc&o do ponto A.

A2
45°
A2 (€2)=02
B2
X
01 (ho)
Al AT
e

A2 1 (e2)
B2
O — centro do arco da
rotacao do ponto A. X
[OA] — raio do arco da B1
rotacao do ponto A. A
el

A’ — ponto A rodado.

AA’ — arco de rotagao do ponto A.

Efectua, em seguida, a rotagao do ponto B, que se
processa de forma idéntica a exposta para o ponto A..

¢1 — plano frontal (de frente), ortogonal a recta e, que
contém o arco da rotagao do ponto B.

Q - centro do arco da rotagao do ponto B.

[QB] — raio do arco da rotacao do ponto B.

B’ — ponto B rodado.

BB’ — arco de rotagéo do ponto B.

A2
B'2
A2 (€2)=02=Q2
45°
\x
B2
X
B'1 Q1 (hel)
B1
01 (he)
A1 A1
e

O segmento [A’'B’], representado pelas suas projeccoes,
€ 0 segmento [AB] rodado — é o segmento [AB] na sua nova posigao.

Para simplificagdo da resolugéo grafica, em problemas semelhantes poder-se-a omitir a
representacao dos planos que contém os arcos da rotagdo, bem como a representagao dos
seus centros.

11.

Rotacgao de rectas.

» Rotacdo de rectas

Considera agora uma recta r, obliqua, representada pelas suas projecgoes.

Pretende-se transformar a recta r numa recta horizontal (de nivel), com o recurso a uma

rotagao.

Escola Profissional Val do Rio
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O primeiro passo consiste na escolha do eixo.

X

r2

r1

2 Ao rodar a recta, para a transformar

T(e2) numa recta horizontal (de nivel), as

> alteracbes processam-se ao nivel
das cotas dos pontos da recta, e ndo
dos seus afastamentos.

rotacao tera de ser de topo.

el

O segundo passo consiste em determinar a amplitude da
rotacdo que nos permite transformar a recta r numa recta
horizontal.

Para tal, € necessario ter em conta o raciocinio que em seguida
se expde e que se baseia no seguinte: para que a recta r se torne

(e2)=021

Os arcos da rotagao dos pontos da recta deverao estar
contidos em planos frontais (de frente), pelo que o eixo da

Considera, pois, um eixo de topo — a recta e.

r2

r1
M2

numa recta horizontal (de nivel), a sua projecgao frontal, r2, tera X
que ser paralela ao eixo X.

Determina um ponto M, da recta, tal que o segmento [OM] seja
perpendicular a recta, sendo O o centro do arco da rotacéo do
ponto M.

O ponto M determina-se através dos seguintes processos:
- O2 esta coincidente com e2, pois a recta e é projectante frontal,

M1

el

- por O2 conduz-se uma perpendicular a r2, que concorre com esta em M2 — M1 esta sobre

r1.

Sublinha-se que o segmento de recta [OM] &, simultaneamente, perpendicular a rectar e ao

eixo da rotacao.

r2

(e2)=02
¢ — plano frontal (de frente) que contém o arco da rotagéo do M2 r1
ponto M.
Conduzindo he (o trago horizontal do plano ¢) por M1, obtém-se X
O1 — O é o ponto de intersec¢éo da recta e (o eixo) com o 01 M1 (he)

plano ¢ (o0 plano que contém o arco da rotagéo do ponto M).

O - centro da rotacao do ponto M.

Escola Profissional Val do Rio
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Para que r2 fique paralela ao eixo X, o ponto M tem
que rodar o, de forma que o segmento [OM] fique (62)=02- 2
vertical. =
De facto, se [O2M2] ficar perpendicular ao eixo X, al r1
atendendo que r2 é perpendicular a [O2M2], r2 2 M2 M2
ficara necessariamente paralela ao eixo X. N
M’ é o ponto M, rodado a°. X
O segmento [OM’] é vertical (ortogonal ao eixo X). (ho)
M 1=01 M1
Por M’2 conduz-se r'2, perpendicular a [O2M2], que
€ a nova projeccao frontal de r, apds a sua rotagao.
Nota que r'2 é paralela ao eixo X, conforme e’
pretendido.
r2 Para definir a projecg¢ao horizontal da recta r na
Q2=(e2)=02- sua nova posicao, apoés a rotacao, é necessario
N2 rodar um outro ponto da recta, pois para definir
g uma recta sdo necessarios dois pontos ou um
r'2 M2 2 ponto e uma direcgao.
. N'2
X N é outro ponto qualquer da recta.
N1
Q1 N1 (hol) ]
K 1=01 (h O plano o, é o plano frontal (de frente) que
= M1 ?) J ~
contém o arco da rotagao do ponto N.
Q — centro da rotagéo do ponto N.
1
¢ N2 roda em torno de Q2 até r'2, onde se situa
N’2.

N1 desloca-se ao longo de he1, até a linha de chamada de N’2, sobre a qual se obtém N’1.

N’ é o ponto N rodado.

r2

N’ é necessariamente um ponto de r’, pelo que N’2 Q2=(e2)=02-
se situa sobre r'2 e N'1 sobre he1 (o ponto N N2
mantém o seu afastamento, na sua rotagao). 1
'z M2 2
r'1 fica definida por M’1 e por N'1. - N2
p Y %
A recta r, na sua nova posi¢ao, € uma recta X N1 (hol)
horizontal (de nivel) e projecta-se, em VG, no Plano - Q1 |v|1\” (hi)

Horizontal de Projeccéo.

E possivel, de forma semelhante, transformar uma
recta obliqua numa recta frontal (de frente), com
raciocinios idénticos e apropriados a situagéao.

Escola Profissional Val do Rio
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12.

Determinacao da verdadeira grandeza de segmentos de recta.
Exercicios praticos de consolidacdo dos conteudos expostos.

» Determinacio da verdadeira grandeza de segmentos de recta

A2
Vejamos como aplicar o estudo precedente a
determinagdo da verdadeira grandeza de segmentos de
recta.
B2
Considera um segmento de recta [AB], obliquo,
representado pelas suas projecgdes. X
Determina a VG do segmento, transformando-o num
segmento de recta frontal (de frente), recorrendo a uma B1
rotagcdo do mesmo.
O primeiro passo consiste na escolha do eixo de A1
rotagao.
A2 a2 Para que o segmento se transforme num
segmento frontal (de frente), é necessario que o
P2 P'2=02 ) segmento rode em torno de um eixo vertical, pois
mudardo os afastamentos e manter-se-ao as
B2 cotas (os arcos da rotagcao estdo contidos em

planos horizontais).

X e — eixo de rotagao (vertical).
B1 |
P1 - P — ponto a rodar.
v — plano horizontal (de nivel), que contém o arco
AT da rotag&o do ponto P.
- (e1) =01

O ponto rodou de forma que [A1B1] (a projecgao
horizontal do segmento) e a respectiva recta
suporte fiquem paralelas ao eixo X.

Nota que a recta suporte de [A1B1] contém P1 e é
perpendicular a [O1P1].

Apo6s a rotacdo do ponto P, € necessario rodar os
extremos do segmento [AB].

Para tal, basta rodar os pontos A e B, em projeccéo
horizontal, até que A1 e B1 se situem na recta
paralela ao eixo X (a recta suporte de [A'1B’1]).

A’1 — projecgao horizontal do ponto A rodado.
B’1 — projeccao horizontal do ponto B rodado.

Escola Profissional Val do Rio

O - centro do arco da rotagao do ponto P.

A2 A2
e2
P2 P2202
B2 B'2
X
A1 B1] B'1
s 4]
y P
A1
_ (e1)=01
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A e B mantém a cota, pelo que a determinacéo de A’'2
e B’2 é imediata.

O segmento [A'B’] € um segmento frontal (de frente) e
€ o segmento [AB] rodado.

A VG do segmento esta na sua projeccgéao frontal, pois,
na sua nova posi¢ao, o segmento esta paralelo ao
Plano Frontal de Projeccéo.

Salienta-se que, no sentido de uma maior simplificagéo
de tracados, é possivel omitir a identificagdo dos
planos que contém os arcos da rotagao.

Convira, no entanto, que se mantenha o entendimento
daquelas linhas como a representacao dos planos que
contém os arcos da rotacao.

A2 A2

X

e2

P2 P2=02

B2 B’2

A1 B1] B'1

A1

L (e1)=01

Exercicio 3

1. Séo dados os pontos A (-1; 1; 3) e B (1; 3; 2). Determina as projecgdes do ponto A,
apos uma rotagao de 60°, no sentido dos ponteiros do relégio, em torno de uma recta

vertical que contém o ponto B.

2. Considera os pontos A e B do exercicio anterior. Determina as projec¢des do ponto B,
apo6s uma rotagao de 90°, no sentido contrario ao dos ponteiros do reldégio, em torno de
uma recta de topo que contém o ponto A.

3. E dado um segmento de recta [PQ], sendo P (-2; 4; 4) e Q (-4; 2; 1). E dada, também,
uma recta v, vertical, que contém o ponto A (1; 1; 2). Determina as projecgdes do
segmento [PQ], apés uma rotagédo de 80°, no sentido dos ponteiros do relégio, em torno
da recta v.

4. Considera o segmento de recta [PQ] do exercicio anterior. Determina a verdadeira
grandeza de PQ, transformando [PQ] num segmento de recta horizontal (de nivel), com
recurso a uma rotagao.

Rotac&o de planos projectantes.
13. . " o .
Exercicios praticos de consolidagcdo dos conteudos expostos.
fa
> Rotacdo de planos projectantes c2
B2

Analisa, agora, a rotagao de planos projectantes.

Considera um triangulo [ABC], contido num plano a, de A2

topo.

P X

Pretende-se determinar a VG do triangulo, através de B

uma rotacao do plano.
A1
Escola Profissional Val do Rio ho Luisa ch
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O primeiro passo consiste na escolha do eixo da rotacao.

Para determinar a VG do triangulo, rodando o plano, é
necessario transformar o plano a num plano horizontal
(de nivel).

Assim, nessa rotagcdo, ha que ter em conta que se vao
alterar as cotas dos pontos do plano, mantendo-se os
seus afastamentos, pelo que os arcos da rotacéo
estardo necessariamente contidos em planos frontais
(de frente).

Assim, o eixo da rotagao € necessariamente uma recta
de topo.

Considera um eixo e, de topo, exterior ao plano.

O ponto P é um ponto de fa de forma que o segmento
[OP] é perpendicular a fa sendo O o centro da rotagao
do ponto P.

O segmento [OP] é um segmento frontal (de frente)
com afastamento nulo, pelo que o arco da rotagéo do
ponto P esta contido no Plano Frontal de Projecgéo.

O segundo passo consiste em determinar a amplitude
da rotacao que nos permite transformar o plano a
num plano horizontal (de nivel).

Para tal, € necessario ter em conta o raciocinio que
em seguida se expde e que se baseia no seguinte:
para que o plano a se transforma num plano
horizontal (de nivel), € necessario que fa (o trago
frontal) fique paralelo ao eixo X.

Assim, é necessario rodar o ponto P, de modo a que
o segmento [OP] se transforma num segmento vertical.

O - centro da rotacao do ponto P.
P’ — ponto P rodado.

Rodando o ponto P de acordo com o exposto, e

segundo o processo anteriormente estudado, obtém-se

fa. na sua nova posigéo — o plano a €, agora, um plano
horizontal (de nivel), pelo que nao tem trago horizontal.

(fa’) — traco frontal do plano a, na sua nova posigéao
(nota que se recorreu ao uso do paréntesis para
assinalar devidamente que o plano, na sua nova
posicao, ndo tem traco horizontal).

Escola Profissional Val do Rio

(€2)=02-

A2

fa

ha

(€2)=02-

A1<

P2

01

/ (for)

A2

o1

A1

el
C1
fou
C2
(€2)=02- B2
P’zé | (fo)
A2 A B2 G2
P1
O1 P1
B'1_|B1
/
A
ha
el c1 C1
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Tendo em conta que, apds a rotagao, o plano a continua a ser um plano projectante frontal,
as projecgoes frontais dos vértices do triangulo, apds a rotagao, localizar-se-ao sobre fo'.

Exercicio 4

1. E dado um plano 6, de topo, que faz um diedro de 45° (ad) com o Plano Horizontal de
Projeccéo. E dado, ainda, um triangulo [ABC], contido no plano 6, sendo A (5; 1), B (2;
3) e C (3; 5). Determina a VG do triangulo.

2. Considera um triangulo [ABC], contido num plano vertical ¢, sendo A (-2; 1; 3), B (2; 4;
4) e C (3; 1). Determina a VG do tridangulo.

14.| Exercicios praticos de preparagao para o teste escrito.

15.| Exercicios praticos de preparacao para o teste escrito.

16.| Teste escrito.

17.| Teste escrito.

18.| Entrega dos testes escritos.

19.| Correcgéao dos testes escritos.

20.| Rebatimento. Generalidades.

> Generalidades

O processo do rebatimento consiste numa rotacdo em que o eixo da rotagdo € complanar
com o objecto a rodar, o que significa que o processo do rebatimento se refre exclusivamente
a planos.

Um rebatimento consiste na rotagao de um plano em torno de um eixo (uma recta), eixo esse
que, agora, € uma recta do plano, sendo essa a grande diferenga entre uma rotagédo e um
rebatimento.

O processo do rebatimento consiste, assim, na rotagdo de um plano em torno de uma das
suas rectas, até coincidir com outro plano.

A recta em torno da qual o plano roda ( o eixo da rotagdo) denomina-se vulgarmente por
charneira do rebatimento.

Por fim, e porque um rebatimento é uma rotacao, ha que salientar que os arcos do
rebatimento (os arcos da rotagao) estdo sempre contidos em planos ortogonais a charneira
do rebatimento, ou seja, os rebatimentos processam-se sempre em planos ortogonais a

charneira.
Escola Profissional Val do Rio Luisa Tarracha
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Visualiza a situacdo do rebatimento de
um plano de topo para o Plano 90
Horizontal de Projecgao.

e — charneira do rebatimento (eixo da
rotagdo), que é o trago horizontal do
plano.

Ar, Br e Cr — pontos A, B e C rebatidos.
Os arcos do rebatimento de cada um

dos pontos A, B e C estdo contidos em
planos frontais (de frente).

Conclui-se que a charneira do
rebatimento é sempre a recta de
interseccao do plano a rebater com o
plano para o qual se processa o
rebatimento.

Na resolucéo de problemas através deste processo, ha duas situagdes a considerar:

1. aescolha do plano para o qual se processa o rebatimento;

2. oreconhecimento e identificagdo da charneira do rebatimento, nos quais estdo contidos
os arcos do rebatimento.

Rebatimento de planos verticais e de topo. Rebatimento de planos

21. verticais para o Plano Frontal de Projeccgéao.

> Rebatimento de planos verticais para o Plano Frontal de Projeccdo

Considera um plano a, vertical, definido pelos seus tracos.
Considera, ainda, um triangulo [ABC], contido no

A2
plano a.
Vejamos como determinar a VG do tridngulo, fol
rebatendo o plano a para o Plano Frontal de
Projecgéo. B2
Visualiza a situagao. C2
A charneira é o traco frontal do plano — é a recta de X
intersecgao do plano o (o plano a rebater) com o C1
Plano Frontal de Projeccéao (o plano para o qual se N
processa o rebatimento).

Assim, fa (que € a charneira) roda sobre si proprio. B1
O trago horizontal do plano, em rebatimento, fica
coincidente com o eixo X.

ha
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A charneira é uma recta vertical,
pelo que os arcos da rotagao (ou
do rebatimento) dos pontos estao
contidos em planos horizontais (de
nivel).

O, O’ e O” sao os centros dos
arcos do rebatimento dos pontos
A, B e C, respectivamente.

De forma semelhante, € possivel
rebater um plano de topo para o
Plano Horizontal de Projecgao,
com raciocinios idénticos e
adequados a situacgao.

Tem em conta que, nesse caso, a
charneira do rebatimento seria o
traco horizontal do plano e os

X=har

arcos do rebatimento estariam contidos em planos frontais.

Comega por identificar a charneira do

rebatimento e a posi¢ao dos tragos, do plano,

em rebatimento.

A charneira é fa, pelo que se tem
imediatamente fa coincidente com e2 e
coincidente com far (e1 € um ponto sobre o
eixo X) — har fica sobre o eixo X.

Nota que a charneira é uma recta projectante
(é uma recta vertical).

far=e2=fa

X=har

A2

far=e2=fa

B2

C2

A2 (fv)
Ar 02
B2
Cc2
_ A1lr
X=har (e1)=01
C1
/A B1
ha

Escola Profissional Val do Rio

C1

A1

B1
ha

Comega por rebater o ponto A.

v — plano horizontal (de nivel) que
contém o arco do rebatimento do ponto
A.

O — centro do arco do rebatimento do
ponto A.

Com o centro em O1, roda-se A1 até ao
eixo X, onde se situa har, obtendo-se
A1r — Ar esta sobre fv, na mesma linha
de chamada de A1r.
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Ar situa-se no Plano Frontal de Projecgao e é
o ponto A, apés o rebatimento do plano . far=e2=fa. A2

Para evitar a complexidade do tragado e da
legibilidade da resolugao grafica do
problema, omite-se a representagédo dos
planos horizontais (de nivel) que contém os
arcos do rebatimento, bem como dos centros
destes. Omite-se, ainda, a representacao das
projeccdes horizontais dos pontos em

Br B2

C2

rebatimento (A1r, B1r e C1r). X=har

Cr
(e1)
N
Efectua, agora, o rebatimento dos restantes
pontos, pelo mesmo processo.
Br — ponto B rebatido. ha
Cr — ponto C rebatido.

[ArBrCr] — triangulo [ABC] rebatido (esta em VG).

22.| Rebatimento de planos verticais para um plano frontal (de frente).

> Rebatimento de planos verticais para um plano frontal (de frente)

O estudo anterior incidiu sobre o rebatimento de um plano vertical para o Plano Frontal de
Projeccgao.

Tendo em conta que uma figura contida num plano frontal (de frente) se projecta em
verdadeira grandeza no Plano Frontal de Projeccao, o estudo que agora se inicia aborda o
rebatimento de um plano vertical para um plano frontal (de frente) qualquer, que n&o o Plano
Frontal de Projeccéo.

Este rebatimento apresenta vantagens
em relacido ao anterior apenas se o
rebatimento do plano vertical para
esse plano frontal (de frente)
simplificar o processo.

Analisa a situacgao.

Considera uma situagcéo semelhante a
do estudo anterior — um triangulo
[ABC], contido num plano a, vertical,
de que se pretende a VG.

Considera um plano frontal (de frente) X
¢, que contém o vértice C do triangulo.

har=(he)
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O plano a rebate para o plano ¢.

e — charneira do rebatimento (é a recta de intersecg¢ao do plano a. com o plano ¢ e € uma

recta vertical).

Cr esta coincidente com C, pois C € um ponto da charneira.

Para obter o tridangulo rebatido, rebatendo o plano a, basta rebater os pontos A e B.

Tem em conta que, nesta situagao, har fica coincidente com he.

Sublinha-se que a vantagem do rebatimento aqui proposto, em relagdo ao anterior, reside na
economia de tragados que possibilita — € que, para determinar a VG do triangulo, na
presente situacao é suficiente efectuar o rebatimento de apenas dois vértices.

Estuda a execugao do processo.
Considera o triangulo [ABC].

Determina a VG do tridngulo, efectuando o
rebatimento do plano o para o plano frontal
(de frente) ¢ que contém o vértice C do
triangulo.

¢ — plano frontal (de frente) para o qual se

e2
fou A2

B2

C2

pretende rebater o plano a.

C1=(e)

. ] har = (he)
e — charneira do rebatimento.

Cr esta coincidente com C, pois C € um
ponto da charneira.

Os arcos do rebatimento, que se projectam em
VG no Plano Horizontal de Projecgéo,
transportam as projeccdes horizontais dos
pontos A e B de ha para har.

As projecc¢des horizontais dos arcos do
rebatimento tém centro em e1.

Ar1, Br1 e Cr1 sao as projecg¢des horizontais
de Ar, Bre Cr e Ar2, Br2 e Cr2 sao as suas
projecgdes frontais.

Br

N

ha

e2

X

C1=(e1)=Cr1

O tridangulo [ABC], em rebatimento, esta har = (he)

contido num plano frontal (de frente), pelo que
se projecta em VG na sua projecc¢ao frontal.

Assim, apesar de Ar, Br e Cr terem duas
projecgdes, por se situarem no espago,
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representar-se-30 apenas as suas o e2
projecgdes frontais ( que € onde se situa a Ar A2
VG da figura), omitindo, ainda o facto de se
tratar de projecgodes frontais.

VG
Nota que Ar, Br e Cr sao, efectivamente, as Br B2
projecgdes frontais dos pontos A, B e C em \A P
rebatimento, mas n&o se identificam como C2=Ct

tal.

[ABC]. A1

O tridngulo [ArBrCr] é a VG do tridngulo (ho) \

De forma semelhante, é possivel rebater um
plano de topo para um plano horizontal (de hal
nivel) qualquer, desde que tal apresente

vantagens para a resolugéo do exercicio —
maior economia de tragados, por exemplo.

23.| Rebatimento de planos verticais para o Plano Horizontal de Projecgéo.

> Rebatimento de planos verticais para o Plano Horizontal de Projeccao

Vé, agora, como rebater um plano vertical para o Plano Horizontal de Projecgéo.

Tem em conta que, no rebatimento de um plano vertical para o Plano Frontal de Projecgao, a
charneira era uma recta perpendicular ao eixo X (tratava-se de uma recta projectante) e que,
neste caso, € uma recta obliqua ao eixo X (ndo € uma recta projectante).

Visualiza a situagao. ‘ﬂ
Considera uma | o

situagdo semelhante fa] A §
a dos estudos 8
7 :

B2

anteriores.

A charneira é o trago
horizontal do plano —
€ arecta de [

/
interseccao do plano 1 ]
a. com o Plano

Horizontal de
Projeccéo.

Assim, ha (que é a
charneira) ﬁgda sobre 1 Cr potage Br V0
si proprio, pelo que -
se tem ha

coincidente com e1 e
coincidente com har.
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A projeccao frontal da charneira esta sobre o eixo X, pelo que se tem e2 coincidente com X.

fa e ha formam, entre si, angulos rectos — ao rebater o plano, os angulos rectos ficam em
VG, pelo que far é perpendicular a har.

Os arcos de rebatimento estdo contidos em planos verticais (ortogonais a ha.).

O arco do rebatimento do ponto A esta contido num plano vertical (ortogonal a ha), tem
centro em A1 e 0 seu raio é a cota de A, pelo que ArA1 = AA1.
O mesmo se verifica com os restantes pontos.

De forma semelhante, é possivel rebater um plano de topo para o Plano Frontal de
Projecgao, com raciocinios idénticos e adequados a situagao.

Tem em conta que, nesse caso, a charneira do rebatimento seria o traco frontal do plano e
os arcos do rebatimento estariam contidos em planos de topo (ortogonais ao trago frontal do

plano a rebater). A2
fa
Considera, ainda, o triangulo [ABC] dos
estudos anteriores.
Determina a sua VG, rebatendo o plano a para B2
o plano Horizontal de Projecgao. o2
Comeca por identificar a charneira do
rebatimento e a posi¢ao dos tragos do plano X=e2 C1
em rebatimento. A
A charneira é ha, pelo que se tem ha
coincidente com e1 e coincidente com har. B1
fa for ha=et=har
A2 h2
F2 (ho)
Em rebatimento, far fica perpendicular
B2 a har.
Nota que a charneira é uma recta nao
C2 projectante (é uma recta horizontal).
X=e2 it Analisa o rebatimento do ponto A.
- C1
A1 0 — plano vertical, ortogonal a charneira
(ha), que contém o arco do
B1 rebatimento do ponto A.
ha=€t=har=h1
Fy Ar tera de se situar sobre h0, tal que
ArA1 seja a cota de A (recorda que
far ArA1 é o raio do arco do rebatimento).
(ho)
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Como o arco do rebatimento de A nao se projecta em VG, € necessario recorrer a um
raciocinio auxiliar.
Tem sempre presente que a distancia a

rebater é a cota de A. fox

A2 h2

Em primeiro lugar transporta-se a cota de A F2

para fo, através de uma recta horizontal (de
nivel) h. cota
B2 (deA
h — recta horizontal (de nivel) do plano «a,
passando por A. c2

F — trago frontal da recta h. F1

=a2
O arco F2Fr é o arco de transporte da cota 1

de A de fa para far e tem centro em F1. 1

B1

Fr — traco frontal da recta h, rebatido.
ha=et=har=h1

Por Fr conduz-se hr, paralela a har, pois se % @
arecta h é paralela a ha, entéo hr é 4
paralela a har.

A é um ponto de h, pelo que Ar € um ponto Ar

de hr. (o)

Ar — ponto A rebatido. hr
Ar é o ponto de intersecg¢ao de hr com hé.

Repara que ArA1 é a cota de A.

Tem em conta, assim, que o rebatimento
de A se poderia ter processado
directamente, em fungdo da sua cota.
Os rebatimentos dos pontos B e C
processam-se de forma idéntica a exposta B2
para A.

C2
Br — ponto B rebatido. | /

Cr — ponto C rebatido. X=e2 C1

O triangulo [ArBrCr] é o triangulo [ABC] em o A1
VG, pois situa-se no Plano Horizontal de
Projeccéo.

A2

B1
az\eﬂiharzm

De forma semelhante, é possivel rebater

um plano de topo para o Plano Frontal de o Br
Projecgao, com raciocinios idénticos e

adequados a situacgao. Ar

Tem em conta que, nesse caso, 0s raios

dos arcos do rebatimento dos pontos do plano seriam os respectivos afastamentos.
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24.| Rebatimento de planos verticais para um plano horizontal (de nivel).

> Rebatimento de planos verticais para um plano horizontal (de nivel)

O estudo anterior incidiu sobre o rebatimento de um plano vertical para o Plano Horizontal de
Projecgao.

Tendo em conta que uma figura contida num plano horizontal (de nivel) se projecta, em
verdadeira grandeza no Plano Horizontal de Projecgéo, o estudo que agoa se inicia aborda o
rebatimento de um plano vertical para um plano horizontal (de nivel) qualquer, que ndo seja o
Plano Horizontal de Projecgao.

Este rebatimento apresenta vantagens em relagao ao anterior se o rebatimento do plano
vertical para um plano horizontal (de nivel) simplificar o processo.

Analisa a situagao.

Considera uma situagéo semelhante a dos estudos anteriores — um triangulo [ABC], contido
num plano a, vertical, de que se pretende a VG.

Considera um plano horizontal (de nivel) v, que contém o vértice A do triangulo.

A figura ilustra o rebatimento
do plano o para o plano v.

fou
e — charneira do rebatimento /

(é a recta de intersecgao do
plano a com o planone é
uma recta horizontal).

Cr esta coincidente com C,
pois C € um ponto da
charneira.

Para obter o triangulo
rebatido, rebatendo o plano «,
basta rebater A e B.

/

]

X

O e Q sio os centros dos
arcos do rebatimento de A e
B, respectivamente.

Nota que o raio do arco do rebatimento do ponto A ndo € a cota de A, mas sim, a distancia
do ponto A ao plano v (ou seja, a cota de A em relagao ao plano v) -é a distancia d.

O mesmo se verifica em relagao a B.

Nesta situacao, o rebatimento tem de se processar obrigatoriamente através da medida do
raio dos respectivos arcos do rebatimento.

Estuda a execugéo do processo exposto em Dupla Projecgdo Ortogonal.
Considera entdo o mesmo triangulo [ABC].
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Determina a VG do tridngulo, efectuando o rebatimento do plano a para o plano horizontal
(de nivel) v que contém o vértice C do tridangulo.

A2

v — plano horizontal (de nivel) para o qual se pretende fou
rebater o plano a.

e — charneira do rebatimento. B2

Cr esta coincidente com C, pois C € um ponto da (fv)=e2 C2
charneira.

Os arcos do rebatimento de A e B estdo contidos em X C1=Cr
planos ortogonais a charneira, pelo que se conduz
perpendiculares a charneira por A1 e B1.

Sobre essas perpendiculares a charneira B1
representaram-se, em VG, as distancias dos pontos A

e B ao plano v (as cotas de A e B em relagéo a n), Br
obtendo-se Ar e Br.

Ar, Br e Cr sao, efectivamente, as projecgdes r

horizontais dos pontos A, B e C em rebatimento, mas néo se identificam como tal.

A1

ho=e1

Rebatimento de planos de topo.

25. Exercicios praticos de consolidacao dos conteudos expostos.

> Rebatimento de planos de topo

fo

Considera um plano 60, de topo, definido pelos seus B2
tracos. c2
Considera, ainda, um triangulo [ABC], contido em 6.

Vejamos como determinar a VG do triangulo, A2
rebatendo o plano 6 de duas formas distintas: X
- em primeiro lugar, rebatendo o plano 6 para o

Plano Horizontal de Projecgao; B1
- em segundo lugar, rebatendo o plano 6 para o
Plano Frontal de Projeccéo. A1

Recorda que a primeira etapa, em qualquer das
situacdes, consiste em identificar a charneira do
rebatimento.

ho

Efectua, entao, o rebatimento do plano 6 para o Plano Horizontal de Projeccéo.
Comeca por identificar a charneira do rebatimento e a posi¢cao doa tragos do plano em
rebatimento.

A charneira é h0, pelo que se tem imediatamente h6 coincidente com e1 e coincidente com
hor (e2 € um ponto sobre o eixo X) — for fica sobre o eixo X.
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Nota que a charneira é uma recta projectante —
(é uma recta de topo). fo

B
Os arcos do rebatimento estao contidos em x

planos frontais (de frente), pelo que se

projectam em VG no Plano Frontal de A
Projecgao.
(e2)

for=
Ar, Br e Cr situam-se no Plano Frontal de =X
Projeccéo e sdo os pontos A, B e C, apds o Arl B1
rebatimento do plano 6.

>

VG
O tridngulo [ArBrCr] é o triangulo [ABC] em VG, Br

pois situa-se no Plano Horizontal de Projec¢ao.

Para evitar a complexidade do tragado e da cr C1
legibilidade da resolugéo grafica do problema, ho=e1=hor
omitiu-se a identificagdo dos planos frontais (de frente) que contém os arcos do rebatimento,
bem como os centros destes.

Efectua, agora, o rebatimento do plano q para o Plano Horizontal de Projecgao.
Comeca por identificar a charneira do rebatimento e a posi¢ao doa tragos do plano em
rebatimento.

Cr
A charneira é f6, pelo que se tem
imediatamente f0 coincidente com e2 e o
.. fo=e2=for
coincidente com for. Ve Br /
Em rebatimento, hor fica perpendicular a hor B
for. Ar c

Nota que a charneira é uma recta ndo
projectante (€ uma recta frontal).

1=
Os arcos do rebatimento nao se e1=X
projectam em VG em nenhum dos planos B1
de projecgao.

>

Assim, transportou-se o afastamento dos
pontos (que é o raio dos respectivos
arcos do rebatimento) para h6, através
das rectas frontais (de frente) que os
contém.

Em seguida, com o compasso, transportaram-se os afastamentos dos pontos de ho para hor
e, a partir deste, através de paralelas a for, até as perpendiculares a charneira que passam
pelos pontos, onde se situam os pontos rebatidos.

C1

ho
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Também aqui, a semelhancga da situacao anterior, se optou por omitir a identificacdo dos
planos de topo (os planos ortogonais a charneira) que contém os arcos do rebatimento dos
pontos, com vista a uma maior simplificagdo do tragado e uma melhor legibilidade da
resolugéo grafica do problema.

Exercicio 5

1.

Considera um segmento de recta [AB], obliquo, sendo A (4; 3;4) e B (2; 1; 2).
Determina a VG do segmento, rebatendo o seu plano projectante horizontal para o
Plano Frontal de Projeccéo.

Considera um triangulo [PQR], contido num plano de topo &, sendo P (2; 4; 4), Q (-1; 3;
1) e R (1; 3). Determina a verdadeira grandeza do tridngulo, rebatendo o plano 6 para o
Plano Horizontal de Projecgéo.

Considera o triangulo [PQR] do exercicio anterior. Determina a verdadeira grandeza do
tridangulo, rebatendo o plano & para o Plano Frontal de Projeccéo.

E dado um triangulo [ABC], contido num plano vertical o, que faz um diedro de 45° (ad)
com o Plano Frontal de Projec¢ao. A e B sdo dois pontos do 31/3, sendo que A tem 2
cm de cota e B tem 5 cm de afastamento. O lado [AC] ¢é vertical e o lado [BC] é
horizontal (de nivel). Desenha as projecgdes do tridngulo e determina a sua VG,
rebatendo o plano a para o Plano Frontal de Projeccéo.

26.| Rebatimento de um plano de perfil.

>

Rebatimento de um plano de perfil

No estudo anterior observou-se que o rebatimento de um plano projectante se pode
processar por dois processos distintos, consoante o tipo de charneira utilizada.

De facto, por exemplo, o rebatimento de um plano vertical o para o Plano Frontal de
Projeccao (a charneira é fa, que é

perpendicular ao eixo X — € uma recta 90 |

projectante) processa-se de forma
diferente do rebatimento do plano a para
o Plano Horizontal de Projeccéo (a
charneira é ha, que é obliquo ao eixo X —
€ uma recta nao projectante).

Ja num plano de perfil, que € duplamente
projectante, o rebatimento para os dois

planos de projeccao processa-se da

mesma forma, pois ambos os seus tragos

sao perpendiculares ao eixo X (séo,

ambos, rectas projectantes), ou seja, a
charneira do rebatimento sera sempre

uma recta projectante, seja qual for o XEfmr

fr
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plano para o qual se processe o rebatimento do plano de perfil.

Analisa a situagao.

A figura ilustra o rebatimento de um plano de perfil para o Plano Horizontal de Projecgéo.
A charneira é hr, que é a recta de intersecg¢ao do plano p com o Plano Horizontal de
Projecgao — hr roda sobre si proprio (hn € coincidente com e1 e com hrr) e frr fica
coincidente com o eixo X.

A charneira é uma recta de topo, pelo que os planos ortogonais a charneira que contém os
arcos do rebatimento sao planos frontais (de frente).

. fo=ho
Considera o ponto A.

1B2
¢ — plano frontal (de frente) que contém o arco do
rebatimento do ponto A.

O — centro do arco do rebatimento do ponto A. {C2
[AA1] — raio do arco do rebatimento do ponto A. a0

Nota que o rebatimento do plano = para o Plano Frontal

de Projeccéao se processaria do mesmo modo, com a
diferenca que a charneira seria fr € 0os arcos do 1¢1
rebatimento estariam contidos em planos horizontais (de
nivel), pelo que se projectariam em VG no Plano

Horizontal de Projeccgéao. 1A

1B1

fr=hn=el1=hnr
1B2 Considera um tridngulo [ABC], contido num plano
de perfil & e representado pelas suas projecgoes.

Pretende-se a VG do triangulo.

{c2
1A2 Para tal € necessario recorrer a um Processo
- Geomeétrico Auxiliar.
(e2)=02 ,
frr=X Obtemos por rebater o plano que o contém para o
1c1 Plano Horizontal de Projecgéao, para a aplicagéo da
situacéo apresentada.
1B1
J— (h¢) Comeca por identificar a charneira.

hn roda sobre si préprio, pelo que se tem imediatamente hn coincidente com e1 e com hnr
(e2 é um ponto no eixo X) — frr fica coincidente com o eixo X.

¢ — plano frontal (de frente) que contém o arco do rebatimento do ponto A.

O - centro do arco do rebatimento do ponto A.
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de Projeccao — [O2A2] é o raio do arco do rebatimento de A.

Com centro em O2 e raio igual a cota de A (O2A2),

fr=hn=e1=hnr

desenha-se o arco do rebatimento de A, em VG, até 1B2
ao eixo X, obtendo A2r sobre frr — Ar esta sobre ho,
na mesma linha de chamada de AZr.
1C2
Para simplificar a resolugéo grafica e a sua leitura,
omite-se a identificagdo dos planos frontais (de A2
N . cotade A
frente) que contém os arcos do rebatimento, bem Aor (€2)=02
como dos centros dos arcos do rebatimento e das far=X
projecgdes frontais dos pontos em rebatimento. 1C1
fr=hn=e1=hnr 1B1
A (he)
—1B2 : AT=01
cota
de A
2
c Br — ponto B rebatido.
A2 Cr — ponto C rebatido.
/ (e2) . n
frr=X [ArBrCr] é o triangulo [ABC] em VG, em
Cr c1 rebatimento.
VG
Br B1
Ar A1
Recta de perfil. Rebatimento de rectas de perfil.
27. L ,
Projeccéo de pontos pertencentes a uma recta de perfil.

»  Projeccao de pontos pertencentes a uma recta de perfil

Recorda que condicdo para que um ponto pertenca a uma recta, no caso da recta de perfil,

€ condicao necessaria mas nao suficiente para que o ponto pertenca, efectivamente, a

recta.

No entanto, agora, com o recurso aos Processos Geométricos Auxiliares, nomeadamente
através do rebatimento do plano de perfil, ja € possivel determinar as projecgdes de qualquer
ponto de uma recta de perfil ou, inclusivamente, as projec¢des dos seus pontos notaveis.

Considera uma recta de perfil p, definida por dois dos seus pontos.

Vé como determinar as projecgdes de um ponto C, da recta, com x cm de afastamento, por

exemplo.

Em primeiro lugar, a partir do afastamento do ponto C, € possivel determinar C1, a projecgao
horizontal de C.
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p2=p1
1A2 Para determinar a projecgao frontal do ponto C é
necessario o recurso a um Processo Geométrico
Auxiliar.
B2 Opta pelo processo do rebatimento.
X Comega, entédo, por rebater a recta p, o que se
processa rebatendo o plano de perfil que a contém.
4A1
n — plano de perfil auxiliar que contém a recta p.
frr=e2=fr=hnz=p2=
e nr=e nnp2p1/
1B1 . A2
pr
Br B2
Efectua o rebatimento do plano = para o Plano hr=X (e1)

Frontal de Projeccéao.
Identifica a charneira (que é frr) e os tragos do plano
em rebatimento.

Ar e Br — os pontos A e B rebatidos pelo
rebatimento do plano n.

pr — recta p rebatida pelo rebatimento do plano n.

hnrz?

,
/
/
/
/
/
/ <
S

C1

Visualiza a situagé&o no espaco.
Qualquer ponto que pertenga a
recta, em rebatimento, tera de
pertencer a recta rebatida.

Nesse sentido, o ponto C, com x
cm de afastamento e pertencente
a recta p, € o ponto da recta p
que dista x cm de fr.

Da mesma forma, Cr é o ponto
de pr que dista x cm de fxr.

Repara ainda que a recta
pertence ao plano, pois 0s seus
tracos estao sobre os tracos
homaonimos do plano — F esta
sobre fr e H esta sobre hr.

Da mesma forma, em rebatimento, tem-se que Fr esta sobre frir e Hr esta sobre hnr.
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frr=e2=fr=hn=p2=p1
Determina o ponto C em rebatimento. e
Ar A2
Comeca por desenhar o arco do rebatimento do ponto pr
C, que se projecta em VG no Plano Horizontal de Cr
Projeccéo. Br B2
hrar=X (e1)
Cr é o ponto de pr a que corresponde o arco do = \\
rebatimento desenhado. A1
frr=e2=fr=hn=p2=p1 /
Ar A2
or C1
Cr - —B1
Br B2
(e1)
hrr=X \ Para determinar a projec¢ao frontal do ponto C, é
A1 necessario inverter o rebatimento, processo que se
denomina de contra-rebatimento (ou inversao do
rebatimento).
-C1 Transportando a cota de Cr para p2, através de
B1 uma linha horizontal, obtém-se C2.
Analisa, em seguida, a situagdo em que se pretende far=e2=fr=hn=p2=p1| B
um ponto D, com y cm de cota e pertencente a recta Ar g
p.
Tem em conta que, sendo dada a cota do ponto D é Dr D2
possivel obter, imediatamente, a sua projec¢ao
frontal, sobre a projeccéo frontal da recta p. Br B2
(e1)
. - ) , hrr=X
Tal como na situagéo anterior, para determinar a \\M

projeccao horizontal do ponto D sera, também,

necessario o recurso a um Processo Geométrico
Auxiliar. ~ D1
Opta, mais uma vez, pelo processo do rebatimento,

rebatendo o plano de perfil que contém a recta p para
o Plano Frontal de Projecgdo, a semelhanga da B1
situacao anterior.

pr — recta p rebatida, definida por Ar e Br.

Por D2 conduz-se uma linha horizontal até pr, onde se situa Dr.

A partir de Dr é necessario inverter o rebatimento para determinar D1.

Por D1 conduz-se uma perpendicular ao eixo X — a partir do ponto em que essa
perpendicular intersecta o eixo X desenha-se o arco do rebatimento de D (em projec¢ao
horizontal), em VG e em sentido inverso ao do rebatimento efectuado, até p1.

No extremo do arco (que tem 90° de amplitude), sobre p1, situa-se D1, a projec¢éo horizontal
do ponto D.
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8 Pontos notaveis de uma recta de perfil.

Exercicios praticos de consolidacdo dos conteudos expostos.

>  Pontos notaveis de uma recta de perfil

Considera a recta de perfil das situagdes anteriores.

Pretendem-se, agora, as projecgdes dos seus tragos
nos planos de projecc¢ao.

Comega por rebater o plano de perfil que contém a
recta para o Pano Frontal de Projecgao — a charneira é
fr e os arcos do rebatimento estdo contidos em planos
horizontais (de nivel).

e — charneira do rebatimento.

Ar — ponto A rebatido.

Br — ponto B rebatido.

pr — recta p rebatida, definida por Ar e por Br.

frr=e2=fr=hn=p2=p1 pr

hrr=X

fnr§e25fﬂ:5hﬂ:5p25p1/p

Ar

A2

Br

B2

(e1)

\A1

{B1

O traco frontal (F) e o trago horizontal (H) da recta p

Ar ~IFT tém que estar sobre os tragcos homonimos do plano

A2

rebatimento.

7, 0 que se verifica no espago, em projecgdes e em

Br B2 Assim, Fr tem de estar sobre frr e Hr tem de estar

(e1) sobre hnr.

Hr \M

hrr=X

B1 plano.

Fr esta coincidente com F2, pois F € um ponto da
charneira.
F1 situa-se no eixo X, pois F tem afastamento nulo.

H é um ponto de hn — desenhando o arco do seu
rebatimento, em sentido contrario, de hxrr para hr,
obtém-se H1 sobre hx.

H2 situa-se no eixo X, pois H tem cota nula.

Conclui-se, a partir do estudo precedente, que a
determinacao dos tracos de uma recta de perfil nos
planos de projecg¢ao requer o recurso a um Processo
Geométrico Auxiliar, nomeadamente o do

Escola Profissional Val do Rio

Fr — trago frontal da recta p, em rebatimento.
Hr — traco horizontal da recta p, em rebatimento.

Em seguida, para determinar as projec¢des dos
tracos da recta, € necessario contra-rebater o

hrr=X

fﬂ:r5e25f7r5hnzp25p1/pr
Ar Fr=F2

A2

Br B2
(e1)=F1=H2

Hr

\\A1

B1

—1H1
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rebatimento da recta, através do rebatimento do plano de perfil que a contém.
Assim, da mesma forma, também a determinacao dos restantes pontos notaveis da recta
(traco no B1/3 e tragco no 2/4) se pode processar através do rebatimento da recta.

Visualiza, no espaco, a situagdo dos pontos notaveis de uma recta de perfil.

F - trago frontal da
recta p e situa-se
no fr.

H - traco horizontal
da recta p e situa-
se no hr.

®0

|
B1/3

i — recta de
interseccao do
plano p com o
B1/3.

i —recta de
interseccao do
plano p com o
B2/4.

Q - trago darecta p
com o B1/3.
| - traco da recta p com o 2/4.

Repara que as rectas i e i’ fazem, com fr e hr, angulos de 45°.

frrze2=fr=hn=p2=p1 Determina, agora, os tragos da

Ir recta p nos planos bissectores.
Para tal é necessario, em primeiro
lugar, determinar as rectas i e i’, em
rebatimento, que fazem angulos de

Ar~Tpo ' 45° com frr e har.

Br B ir — recta de interseccao do plano p
hrr=X 1) com o B1/3, em rebatimento.
i'r — recta de interseccao do plano p
com o 2/4, em rebatimento.

A1

Qr - trago da recta p com o $1/3, em
rebatimento.

Ir - trago da recta p com o 2/4, em
rebatimento.

B1

As projeccdes de Q e | obtém-se contra-rebatendo os pontos, pelo processo ja estudado.
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frrz=e2=fr=hn=p2=p1
11212 Ir
Os arcos do rebatimento projectam-se
em VG no Plano Horizontal de ( pr
Projecgao, tém 90° de amplitude e Ar_—Tho -
rodam em sentido contrario ao dos Qr Q2
arcos do rebatimento de A e B. Br B
1)
Q e | mantém as suas cotas, ao longo hrr=X
da inversao do rebatimento. A1
Q1
~1B1

Exercicio 6

1.

E dado um segmento de recta [AB], de perfil, sendo A (3; 1) e B (2; 4). Determina a VG
de [AB].

2. E dada uma recta p, de perfil, definida pelos pontos M (2; 4) e N (5; 1). Determina as
projecgdes de um ponto K, pertencente a recta p e com 3 cm de cota.

3. E dada uma recta p, de perfil, definida pelos pontos A (1; 3) e B (5; 5). Determina as
projecgdes de um ponto C, pertencente a recta p e com 4 cm de afastamento.

4. Considera a recta do exercicio 6.2. Determina os seus tragos nos planos de projecgao.

5. E dada uma recta p, de perfil, definida pelos pontos A (3; 1) e B (1; 5). Determina os
seus tragos nos planos de projecgéo.

6. Considera a recta do exercicio 6.5. Determina os seus tragos nos planos bissectores.
29 Projecgao de figuras planas contidas em planos projectantes nao

‘| paralelos aos planos de projecgéo.
»  Projeccao de figuras planas contidas em planos projectantes ndo paralelos aos planos

de projeccao

Como anteriormente se referiu, sempre que um qualquer objecto nao esta paralelo a
qualquer dos planos de projecgao, a sua projecgao nesse plano sofre uma deformagao (ou
seja, nao se projecta em VG).

Ora, é o caso de uma figura plana contida num plano vertical, por exemplo, que néo é
paralelo a nenhum dos planos de projecc¢éo, o que significa que as duas projec¢des dessa
figura sofrerdo uma deformacgao — a figura ndo se projecta em VG em nenhum dos planos de
projecgao.
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Dos processos estudados, o mais adequado para o efeito & o do rebatimento, tanto pela
simplicidade dos raciocinios como pela facilidade e rigor que nos permite, no que respeita a
execucao dos tragados.

Poligonos. Processo do rebatimento.

30. L " o .
Exercicios praticos de consolidagdo dos conteudos expostos.

> Poligonos. Processo do rebatimento

Seja proposto o enunciado que se segue.

E dado um ponto A (2; 1). O ponto A é um dos vértices de um quadrado [ABCD)], situado no
1° Diedro e contido num plano vertical a que faz, com o Plano Frontal de Projecgdo, um
diedro de 45° (ad). O lado [AB] do quadrado mede 3 cm e faz, com o Plano Horizontal de
Projeccao, um angulo de 20°. O vértice B do quadrado tem cota e afastamento superiores a
A. Desenha as projecg¢des do quadrado. o
Comeca por determinar as projecgdes do ponto A

e os tragos do plano o, o plano que contém o

poligono. A2

Visualiza a situacao.

A1

)

O plano a nao é paralelo a
nenhum dos planos de
projecgao, pelo que o quadrado
nao se projecta em VG em
nenhum dos planos de
projecgao.

Da mesma forma, o angulo que o
lado [AB] do quadrado faz com o
Plano Horizontal de Projeccgéao
(que é o angulo que [AB] faz com
ha), também n&o se projecta em
VG em nenhum dos planos de
projecgao.

Entao, é necessario, em primeiro lugar, construir o quadrado em VG, para o que se ira
recorrer ao rebatimento do plano a.

Efectua, entéo, o rebatimento do plano o para o Plano Frontal de Projeccéo.
Comeca por identificar a charneira (que é fa), bem como os tragos do plano em rebatimento.
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e — charneira do rebatimento. s2=for=fa
Ar — ponto A em rebatimento.
Br 3cm
Por Ar conduzimos a recta suporte de [AB], em
rebatimento, a 20° com har. Ar A2
X=h 20°( (e1)
Sobre essa recta , em VG, medem-se os 3cm  *
de [AB], obtendo Br, garantindo que B tenha
cota e afastamento superiores a A.
[ArBr] é o lado [AB] do quadrado, em VG, em Al
rebatimento. - ho
Cr e2=far=fq .
[ArBrCrDr] é o quadrado [ABCD] em VG,
construido em rebatimento a partir de
Dr
[ArBr].
Para obter as projec¢des do quadrado, €
Br necessario i verter o rebatimento, contra-
rebatendo os pontos B, C e D.
Ar A2
X=ho 20°( (e1) Vé como contra-rebater o ponto B.
Por Br conduz-se uma perpendicular ao
A eixo X, até ao eixo X, onde se situa B1r
(que n&o se deve representar).
— ha
Cr e2=far=fo C2
B1 esta sobre ha no extremo do seu arco Dr
do rebatimento, que roda no sentido D2
contrario ao dos ponteiros do relégio.
B2
Em seguida, transporta-se a cota de B o
para a linha de chamada de B1, através Y ‘
do plano horizontal (de nivel) que contém -
o arco do seu rebatimento, obtendo-se X=har 20 (e1)
B2, a projec¢ao frontal de B.
O procedimento foi idéntico para os
restantes vértices do quadrado.
A partir das projecc¢des dos quatro
vértices do quadrado, desenharam-se as B1
projecgdes do poligono. ha
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Exercicio 7

1. Sao dados dois pontos, A (1; 3; 1) e B (-2; 1; 4). Os pontos A e B séo dois vértices de
um triangulo equilatero contido num plano de topo vy e situado no 1° Diedro. Desenha as
projecgdes do triangulo, recorrendo ao processo do rebatimento.

2. E dado um quadrado [QRST], situado e contido num plano vertical 5. Sabe-se que Q (-1;
1; 2) e S (-4; 3; 3) séo dois vértices opostos do quadrado. Desenha as projecgdes do
quadrado, recorrendo ao processo do rebatimento.

3. E dado um ponto A (1; 2). Este é um dos vértices de um hexagono regular [ABCDEF],
situado no 1° Diedro e contido num plano de topo 6, que faz um diedro de 40° (ae) com
o Plano Horizontal de Projecgéo. Sobre o hexagono sabe-se, ainda, que o lado [AB]
mede 3 cm e faz, com 6, um angulo de 50°, sendo que B tem cota inferior a A. Desenha
as projeccdes do hexagono.

4. Desenha as projecgdes de um pentagono regular [RSTUV], situado no 1° Diedro e
contido num plano de perfil &, sabendo que o pentagono se inscreve numa
circunferéncia com 3 cm de raio, cujo centro € o ponto Q (5; 4). Sabe-se, ainda, que o
lado de maior afastamento do pentagono € o lado [RS], que é vertical, sendo que a cota
de R é superior a de S.

31 Circulo.
'| Exercicios praticos de consolidacao dos conteudos expostos.
»  Circulo

Nota que, no caso das projecgdes de circulos e circunferéncias contidos emplanos verticais
ou de topo, enquanto que uma das suas projec¢des se reduz a um segmento e recta, ja a
deformacao da outra projeccao originara necessariamente uma elipse que, por sua vez, nao
tem um desenho rigoroso e tera de ser desenhada a mao livre.

Como ilustra a figura a elipse € uma curva que possui dois C
eixos — um eixo maior (o segmento [AB]) e um eixo menor (0
segmento [CD]).

Estes dois eixos sdo perpendiculares entre si e bissectam- M
se, ou seja, dividem-se simultaneamente ao meio. A B
O ponto M, o ponto de concorréncia dos dois eixos, €,
simultaneamente, o ponto médio de [AB] e de [CD].
A, B, C e D sao os vértices da elipse.

D

O desenho de uma elipse a mao livre requer, pelo menos, oito dos seus pontos e, para além
disso, é conveniente a determinacao dos seus eixos, o que implica que quatro dos oito
pontos s&o os extremos dos eixos da elipse.

E ainda conveniente a determinacéo do paralelogramo envolvente, a cujos lados a elipse
sera tangente.

Seja proposto o seguinte enunciado.
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E dada uma circunferéncia com 3 cm de raio, contida num plano a., vertical, e com o centro
no ponto O (3; 5). Sobre o plano a sabe-se que faz um diedro de 45° (ad) com o Plano

Frontal de Projeccao.

fa=e2=far
Tendo em conta que o
plano o, que contém a
figura, ndo é paralelo a
nenhum plano de
projec¢cao, ambas as Or 02
projeccoes da
circunferéncia
apresentam deformacéo.
Assim, a semelhanca
dos poligonos, para a
construcao das
projecgdes da figura €
necessario o recurso a
um Processo har=X (e1)
Geométrico Auxiliar.
Optemos pelo processo
do rebatimento.
01
fa=e2=far
Ar —
ho
Ur Rr Comega por
representar o ponto O
pelas suas projecgdes,
Cr Dr 02 bem como o plano «,
que contém a figura,
pelos seus tragos.
Tr Sr Efectua o rebatimento
do plano o para o
Br Plano Frontal de
Projecgao — identifica a
(e1) charneira (que é fa) e
har=X os tragos do plano em
rebatimento.
Or — ponto O, em
rebatimento.
01
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Com centroem Ore o
raio de 3 cm, desenha
a circunferéncia em
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VG, em rebatimento.
A projecgao horizontal da circunferéncia sera um segmento de recta e a sua projecgao frontal
sera uma elipse.

O diadmetro da circunferéncia que é paralelo a charneira ndo sofre qualquer reducao — a sua
projecgao frontal correspondera ao eixo maior da elipse.

O diametro da circunferéncia que é perpendicular a charneira, por sua vez, sofre a reducéo
maxima — a sua projecg¢ao frontal correspondera, assim, ao eixo menor da elipse.

Na sequéncia do A fo=e2=far 2
acima exposto, é

necessario inscrever a
circunferéncia (em VG,

em rebatimento) num

quadrado, de lados

paralelos a charneira. Cr
Em seguida, ha que

desenhar as medianas

do quadrado, [AB] e

[CD], em rebatimento.

ur Rr

Dr 2
D2

C2

Tr Sr

[AB] é o diametro da Br B2
circunferéncia que &

paralelo a charneira — (e1
har=X

a sua projecgao frontal
sera o eixo maior da D1

elipse.

[CD] é o diametro da
circunferéncia que é
perpendicular a
charneira — a sua
projeccao frontal sera o C1
eixo menor da elipse.

O1=A1=B1

ho!

As projeccgdes frontais
de A, B, C e D seréao —
0s quatro vértices da elipse, pelo que seréo, ja, quatro pontos da curva.

Para tal, € necessario desenhar as diagonais do quadrado — os pontos em que a
circunferéncia corta as diagonais do quadrado sao os pontos R, S, T e U, cujas projeccdes
frontais serao os outros quatro pontos da elipse.

Para determinar as projec¢des da circunferéncia, € necessario determinar, antes de mais, as
projeccdes do quadrado no qual a circunferéncia se inscreve, o que se processa invertendo o
rebatimento.
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A projecgao horizontal do quadrado € um segmento de recta (o segmento [C1D1] que é,
também, a propria projecgao horizontal da circunferéncia (o segmento [CD] é o diametro
horizontal da circunferéncia).

A projecgao frontal do quadrado € um rectangulo, que se determinou contra-rebatendo os
quatro vértices do faze2=far
quadrado. Ar A2

Py
-

Em seqguida,
desenharam-se as
diagonais do
rectangulo, que se Cr Dr 2
bissectam em O2. D2
Por O2 conduziram-se
as medianas do
rectangulo, que se Tr & 2
apoiam nos lados da
figura precisamente em Br B2
A2, B2, C2e D2, que
sdo as projecgodes

C2

frontaisde A, B,Ce D harsX

e sao, imediatamente, \ D1
os quatro vértices da —

elipse.

[A2B2] é o eixo maior 01=A1=B1
da elipse.

[C2D2] é o eixo menor .

da elipse.

C1

Por Rr, Sr, Tre Ur hot
conduziram-se as

linhas horizontais até -

as respectivas diagonais do rectangulo, onde se situam, precisamente, R2, S2, T2 e U2.

Em seguida, desenha a curva da elipse, que passa por R2, S2, T2 e U2 e é tangente aos
lados do rectangulo em A2, B2, C2 e D2.

Exercicio 8

1. E dado um plano vertical A, que faz, com o Plano Frontal de Projecgdo, um diedro de
45° (ad). Desenha as projecg¢des de um circulo com 3 cm de raio e o centro no ponto Q
(3; 4) contido no plano A.

2. E dado um plano 8, de topo, que faz, com o Plano Horizontal de Projeccdo, um diedro
de 60° (ad). Desenha as projecgdes de um circulo com 4 cm de raio contido no plano 6
e tangente aos dois planos de projeccéo.
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32.

Exercicios praticos de preparagao para o teste escrito.

33.

Teste escrito.

34.

Teste escrito.

35.

Entrega e correc¢éo dos testes escritos.

36.

Auto avaliagéo e avaliacao final.
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Resolucgao de exercicios

E dado um segmento de recta [AB], obliquo, sendo A (1; 2; 4) e B (-3; 1; 2).
Determina a VG do segmento, transformando-o num segmento horizontal (de

nivel) com 2 cm de cota.

zzy

A2

AN

2cm
Xl
B2
a
A4

X 2

° 2

a B4
B1 4

A1

Considera o segmento [AB] do exercicio anterior. Transforma o segmento [AB]
num segmento de recta frontal (de frente) com 3 cm de afastamento.

A4

z=y
A2 B4
a b 4
5 1
2
b
X 2

3 cm 1
B1
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E dada uma recta f, frontal (de frente). A recta f passa pelo ponto A (2; 3) e faz,

1.3 com o Plano Horizontal de Projecgao (plano ZY — v0), um angulo de 30° (ad).
Transforma a recta f numa recta vertical.
f2
X!
A2
7 90°
x Ad=(f4),.)30° 2
1
a
f1
A1
2
4
E dada uma recta r, obliqua. A recta r passa pelo ponto R (2; 1) e as suas
1.4 projecgdes fazem, com o eixo X, &ngulos de 35° (ad) e 25° (ad), respectivamente

a projeccao frontal e a horizontal. Desenha as projec¢des de um segmento de

Escola Profissional Val do Rio

recta [RS], com 4 cm de comprimento, situado no 1° Diedro e contido na rectar.

r2
2
S2 7
A2
R2
35° 2
X )25° 1
b
a
b 4 S4
X A1\1
»
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E dado um triangulo [PQR], contido num plano de topo, sendo P (2; 3; 1), Q (-2;
2.1 4;4) e R (1; 3). Determina a VG do triangulo.
z=y fa
Q2
R2
/
P2 >4\
2
x 1
R1 4
X" el P1 P
Q1

22 E dado um rectangulo [ABCD],contido num plano vertical y. O plano y faz um
. diedro de 60° (ae) com o Plano Frontal de Projecgéo. A diagonal [AC] esta
contida no $1/3 sendo que Atem 2 cm de cota e C tem 6 cm de afastamento. O

lado [AB] do poligono é vertical e o lado [BC] é horizontal (de nivel). Desenha as
projecc¢oes do rectangulo e determina a sua VG.

C2 B4 B2
fy
D2 A2 4
C4 Ad
X 60°(
A1=B1
D4
hy
X!
C1=D1

Escola Profissional Val do Rio

Luisa Tarracha



GD - M5 - Pagina 49

23 E dado um plano vertical, 8, que faz, com o Plano Frontal de Projeccdo, um
. diedro de 30° (ad). Sdo dados dois pontos, A (1; 4) e B (2; 0), pertencentes ao

plano 3. Os pontos A e B sdo dois vértices de um triangulo equilatero [ABC],
contido no plano & Desenha as projec¢des do triangulo, construindo previamente
a figura em VG, apods transformar o plano 6 num plano frontal (de frente) com 2
cm de afastamento.

is)
A4
A2 c2
Xl
C4

2
X )30° B2 1

B

A1
B1
2 cm 4
C1 1
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Sao dados os pontos A (-1; 1; 3) e B (1; 3; 2). Determina as projec¢des do ponto
A, ap6s uma rotagao de 60°, no sentido dos ponteiros do reldgio, em torno de
uma recta vertical que contém o ponto B.

3.2

z=y

e2

A2 A2

Q2 (fo)
B2
A
60°

O1=(e1)=B1+

A1

Considera os pontos A e B do exercicio anterior. Determina as projecgdes do
ponto B, apds uma rotacao de 90°, no sentido contrario ao dos ponteiros do
reldgio, em torno de uma recta de topo que contém o ponto A.

z=y
A2=(e2)=02
] (e2)
B2
VB2
90 |
2
1
A1
01
h
B1 B'1 (hv)
e
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E dado um segmento de recta
[PQ], sendo P (-2;4; 4) e Q (-
4; 2; 1). E dada, também, uma
recta v, vertical, que contém o
ponto A (1; 1; 2). Determina as
projecgbes do segmento [PQ],
apo6s uma rotagao de 80°, no
sentido dos ponteiros do
reloégio, em torno da recta v.

3.4

Considera o segmento de
recta [PQ] do exercicio
anterior. Determina a
verdadeira grandeza de PQ,
transformando [PQ] num
segmento de recta horizontal
(de nivel), com recurso a uma
rotacao.
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zzy
v2
P2 02
P2 (f)
A2 +
Q2 Q2
(fol)
X
pr1*
P A2 = Q2
P2
> A2
e2) Q2
X
Q1 Q1
A1
A1
P’1 P1
el Luisa Tarracha
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E dado um plano 6, de topo, que faz um diedro de 45° (ad) com o Plano

Horizontal de Projeccéo. E dado, ainda, um triangulo [ABC], contido no plano 6,
sendo A (5; 1), B (2; 3) e C (3; 5). Determina a VG do tridngulo.

fo
C2
02=(e2) ;
P
A2 P2 (fo)
4 B2 C2
/]
X O=P1| P
B'1] |B1
C'1
ho 1
A1 A1 et

Considera um tridngulo [ABC], contido num plano vertical ¢, sendo A (-2; 1; 3), B
(2;4;4)e C (3;1). Determina a VG do triangulo.

z=y e2
thB’Z fo
— A2
A2
//
c2! Jc2
op=pP2
X
P2
A1
B C'1
P1 A1 (hv)
P1
C1 - 01=(e1)
B1 /
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Considera um segmento de recta [AB], obliquo, sendo A (4; 3; 4) e B (2; 1; 2).
5.1 Determina a VG do segmento, rebatendo o seu plano projectante horizontal para

o Plano Frontal de Projeccgéo.

=y fou

Ar<g

/

/51

ho A1

5.2 Considera um triangulo [PQR], contido num plano de topo 3, sendo P (2; 4; 4), Q
g (-1; 3; 1) e R (1; 3). Determina a verdadeira grandeza do triangulo, rebatendo o

plano 6 para o Plano Horizontal de Projecgéao.

fo
P2

R2

R1 Rr

Q1 hoa Qr

Pr

P1
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5.3 Considera o triangulo [PQR] do exercicio anterior. Determina a verdadeira
. grandeza do tridngulo, rebatendo o plano 6 para o Plano Frontal de Projeccao.
Pr
fa =Y
har
P2 Rr
R2 Qr
>
X
R1 j
Q1
P1 hot
5.4
E dado um triangulo [ABC], fa
contido num plano vertical o, que c2 Cr B2 Br

faz um diedro de 45° (ad) com o
Plano Frontal de Projecgdo. Ae
B séo dois pontos do 31/3,
sendo que Atem 2 cm de cota e
B tem 5 cm de afastamento. O
lado [AC] é vertical e o lado [BC]
€ horizontal (de nivel). Desenha A2
as projeccdes do triangulo e

determina a sua VG, rebatendo

o plano o para o Plano Frontal

de Projecgao. X

Ar

C1=A1
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E dado um segmento de recta [AB], de perfil, sendo A (3; 1) e B (2; 4). Determina
6.1 a VG de [AB].

fr=hn
B2

A2\

B1 Br

A1 Ar

E dada uma recta p, de perfil, definida pelos pontos M (2; 4) e N (5; 1). Determina
6.2 as projecgdes de um ponto K, pertencente a recta p e com 3 cm de cota.

fr=hn=p2=p1
M2

K2

N2\
X

pr

M1 r

K1 Kr

N1 Nr
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E dada uma recta p, de perfil, definida pelos pontos A (1; 3) e B (5; 5). Determina
6.3 as projeccgdes de um ponto C, pertencente a recta p e com 4 cm de afastamento.
fr=hn=p2=p1
B2
Cc2

A2

&z

X
Ar
A1
pr
C1 Cr
B1 Br
6.4 -
Considera a recta do
exercicio 6.2. Determina fr=hrn=p2=p1
0s seus tragos nos
planos de projecgéo. M2

NZ\

F1=H2 Fr
pr
M1 r
N1 Nr
Hr=H1
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6.5

E dada uma recta p, de perfil,
definida pelos pontos A (3; 1) e
B (1; 5). Determina os seus
tracos nos planos de projecgéao

F2

B2

fr=hn=p2=p1

A2\

6.6

X F=H2 Fr
B1 Br
pr
A1 Ar
/ Hr=H1
fr=hn=p2=p1
Considera a recta do exercicio B2
6.5. Determina os seus tragos
nos planos bissectores.
Q2
A2
B1 Br
. Q1 P
ir Qr
A1 Ar
ir
Ir 11=12
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7.1

Sao dados dois pontos, A
(1;3;1)eB(-2; 1;4). Os
pontos A e B sao dois
vértices de um triangulo
equilatero contido num
plano de topo y e situado no
1° Diedro. Desenha as
projecc¢oes do triangulo,
recorrendo ao processo do
rebatimento.

7.2

E dado um quadrado
[QRST], situado e contido
num plano vertical 8. Sabe-
seque Q(-1;1;2) e S (-4;
3; 3) sdo dois vértices
opostos do quadrado.
Desenha as projecc¢des do
quadrado, recorrendo ao
processo do rebatimento.
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z=y
fy
B2
C2
<
Br |
Ar "
Cr C1
hy
o
z=y
Tr i
. S2
/| Qr -
Rrf R2
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7.3

E dado um ponto A (1; 2). Este é um dos vértices de um hexagono regular [ABCDEF],
situado no 1° Diedro e contido num plano de topo 6, que faz um diedro de 40° (ae) com o
Plano Horizontal de Projecgéo. Sobre o hexagono sabe-se, ainda, que o lado [AB] mede
3 cm e faz, com f6, um angulo de 50°, sendo que B tem cota inferior a A. Desenha as
projeccdes do hexagono.

A1l Ar
F1 Fr

g1 | Br)120

E1 Er

D1 Dr
ho
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Desenha as projec¢gdes de um pentagono regular [RSTUV], situado no 1° Diedro e contido
num plano de perfil ©, sabendo que o pentagono se inscreve numa circunferéncia com 3 cm
de raio, cujo centro é o ponto Q (5; 4). Sabe-se, ainda, que o lado de maior afastamento do
pentagono é o lado [RS], que é vertical, sendo que a cota de R é superior a de S.

V2

fr=hn

Vr

R2

U2=Q2

Ur

Qr

S2

T2

Tr

Rr

Sr

U1

T1=V1
Q1

R1=S1
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8.1

E dado um plano vertical A, que faz, com o Plano Frontal de Projeccdo, um diedro de 45°
(ad). Desenha as projecg¢des de um circulo com 3 cm de raio e o centro no ponto Q (3; 4)
contido no plano A.

fa
Cr C2

Er
Fr F 2

Ar G Br 2
B2

A2
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8.2

E dado um plano 0, de topo, que faz, com o Plano Horizontal de Projeccéo, um diedro de
60° (ad). Desenha as projecc¢des de um circulo com 4 cm de raio contido no plano 6 e
tangente aos dois planos de projecgao.

A
' Br=B1 1 AT

Gr r 74\ 1

Dr D1
ho
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