Faculdade de Ciéncias Econdmicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA I
FREQUENCIA 2 - versao A

Duracgao: 150 minutos

Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos. Qualquer duvida ou questao
relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de prova para que possa ser tomada em consideracao
na correccao. Apresente todos os cédlculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas. Simplifique o
resultado final o maximo possivel. Nao é possivel desistir apds o inicio desta prova.

Separe em grupos de folhas diferentes as resolugoes
dos grupos I e II das resolucgoes do grupo III das resolugoes dos grupos IV e V

GRUPO I (50 PONTOS)

Considere a fungao real de variavel real definida por:

arctg(azx) + [ se x>0
w(x)=4¢2sex=0 com «, f € R
4(ae® +3)* —fBsex <0
1. [15 pontos| Determine « e § de forma a que w(x) seja uma func¢do continua.
2. [25 pontos] Considere o = 3 = 3.
2.i. [10 pontos] Calcule, se existir, a derivada da fun¢ao w em z = 0.
2.ii. [15 pontos] Determine a funcao derivada de w.

3. [10 pontos] Considere @ = 3 = 1 e a fungao u(x) = w(2x3 — x). Determine a equagao da recta
tangente a funcao v no ponto de abcissa 1.

GRUPO II (30 PONTOS)

Determine a area do dominio plano definido pelas seguintes condigbes (represente primeiro a area
definida):

y<a?+4 y<e™®
1. [15 pontos] S z +y < 6 2. [15 pontos] < y > —e~*
r>-3,y>0 r+1>0

GRUPO III (30 PONTOS)

Defina uma funcao real de variavel real f tal que:

1. [10 pontos] f seja diferencidvel no seu dominio, hrf f(z)=0e hIJP f'(z) ndo exista.

2. [10 pontos] f seja continua no seu dominio, lirll f(z)=0e lirll [f(2z) — f(x)] # 0.

1
3. [10 pontos] f seja descontinua em x = 0, f(x)dzr=0e lim f(z)= +o0.
-1

T—+00



GRUPO IV (50 PONTOS)

v1—In|z|

Considere a funcao real de variavel real g(z) =
x

1. [10 pontos| Determine o dominio da funcao g.

2
2. [10 pontos] Determine lir% g(x) e lim g(x)=1.

z—1+

w

1
. [10 pontos] Determine/ g(x)dx.
1/e

[N

/2

5. [10 pontos] Mostre que existe pelo menos uma solugao da equagao g(x) = 2z no intervalo Je™!, 1].

. [10 pontos] Seja h(t) = 4 (/ g%x)dx) ,Vt €]0, +00[. Determine h(2).
t

GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 10 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotacao negativa. Nao ¢é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideracao a op¢ao apresentada.

1. Seja z uma fungao diferencidvel e r, s : R — R dadas por r(z) = z(e”) e s(z) = z(senx).

Qual das seguintes afirmacoes ¢ FALSA?

(A) r(0) 4+ §'(n/2) = 2'(1)

(B) Se z é uma fungao crescente, entao r é uma funcdo crescente

(C) Se z(x) > 0,Vz € R, entdo r(z) > 0,Vx € R
2se —1<z<1

(D) Se z(z) =< 1sex < —1 , entao o contradominio da funcao s é {0, 1,2}
Osex>1

2. Considere as seguintes afirmacoes:

I. A primitiva do produto de duas fungoes é o produto das primitivas das funcoes
/
I tim £ i L ,<x)
a—a g(x)  a—a g'(z)
A lista completa das afirmagoes correctas é:
(A)Tell (B) IeIIl (C) IT e IIT (D) Nenhuma das afirmacoes

ITI. A derivada de uma funcao par é uma funcao par

3. Qual das seguintes afirmacoes ¢ VERDADFEIRA:

A) Se f é uma funcao continua em x = a, entdo e/é diferencidvel em z = a

(A)
(B) Se f é uma funcao diferencidvel em z = a, entdo f? estd definida em z = a
(C) Se f é uma fungao continua em x = a, entdo fof é continua em = = a

(D)

D) Se f é uma funcao diferencidvel em = = a, entdao 1/f é continua em = = a

4. Qual das seguintes afirmacoes ¢ VERDADFEIRA:
(A) P

SL’S

1
_ 2 B 4o
1+x4—arctg(x)+C,C€R (B)P—1+$4—Z(1+x) +C,CeR
x 1 x
P =— R D) P——— = 2 R
(C) 1+ 222 + g4 2+2$2+O7C€ ( ) - arcsen(:x)—l—C',CG




Faculdade de Ciéncias Econdmicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA I
FREQUENCIA 2 - versao A - Tépicos de Resolugao
GRUPO I (50 PONTOS)

Considere a fungao real de variavel real definida por:

arctg(ax) + [ se x >0
w(r) =<K 2sex=0 com a, 3 € R
4(ae” +3)* —fBsex <0
1. [15 pontos| Determine « e 3 de forma a que w(x) seja uma func¢ao continua.
2. [25 pontos] Considere o = 3 = 3.
2.i. [10 pontos] Calcule, se existir, a derivada da func¢ao w em z = 0.
2.ii. [15 pontos] Determine a fungao derivada de w.

3. [10 pontos] Considere o = 3 = 1 e a fungao u(x) = w(2x3 — x). Determine a equagao da recta
tangente a funcao v no ponto de abcissa 1.

1.

lim w(x) =0

z—07F

hIg{ w(x)=4— 0 (se a # —3)

Para ser continua em z = 0: lim w(z) = lim w(z) = w(0). Logo f = 2.

z—0t z—0~
Note-se que @ = —3 resulta numa indeterminacao no segundo ramo (0°), mas resolvendo temos 3 = 2
na mesma.
Conclusao: § =2,Va € R
2.1.
. arctg(3h) +3 —2 .1
! O — 1 = 1 —_ =
wa(0) = lim, h o T
4(3eh +3)h —3 -2 -1
! _= l = 1 _— =
we(0) = lim h -

Logo, w'(0) = +oc.

w/([p) _ H% sex >0
122(3e” + 3)*Le” + 4(3e” + 3)*. In(3e” + 3) se z < 0

1

x> 0,w(r) =arctg(z) + 1= w'(z) = 2

u(l) =w(l) =arctg(l) +1=m/4 —1—7



|
N

Logo, y = gx +

INE

GRUPO II (30 PONTOS)

Determine a area do dominio plano definido pelas seguintes condigoes (represente primeiro a area
definida):

y<az*+4 y<e™
1. [15 pontos| S z +y < 6 2. [15 pontos]  y > —e™7
r>-3,y>0 r+1>0

»

»
»
»

iz

= §v

Z:/_2(6—x)d:c+/_1<x2+4>dx+/16(6—x)dx=36

3 2
2.
400 b
A= / e ¥dr=2x lim e dr =2 x lim [e—e "] = 2e

1 b—+o00 1 b—+4o00

GRUPO III (30 PONTOS)

Defina uma funcao real de variavel real f tal que:
1. [10 pontos| f seja diferencidvel no seu dominio, lim f(z) =0e lim f'(z) ndo exista.

T—-+00 T—+00

2. [10 pontos] f seja continua no seu dominio, lirll f'(z)=0e lirll [f(2z) — f(x)] # 0.

1
3. [10 pontos] f seja descontinua em z = 0, / f(zx)dz=0e lim f(z)= +o0.
-1

r—+00
1.
f(ﬂf) _ senagxz)
2.
f(x) = In(z)
3.



GRUPO IV (50 PONTOS)

v1—In|z|

Considere a funcao real de variavel real g(z) =
x
1. [10 pontos| Determine o dominio da funcao g.

2
2. [10 pontos] Determine lir% g(x) e lim g(x)=1.

z—1+

1
3. [10 pontos] Determine/ g(x)dx.
1/e

[N

d ([
. [10 pontos] Seja h(t) = pr (/ gQ(x)dx> ,Vt €]0, +00[. Determine h(2).
t/2

5. [10 pontos] Mostre que existe pelo menos uma solugao da equagao g(x) = 2z no intervalo Je™!, 1].

1.
Dy={zeR:|z| >0AN1—-In|z] >0Ax #0} =[—e,0[U]0, €]

2.

i )= 1
lim g(x) = —c0
z—0~

Logo, 3 hH(l) g(x).

lim g(x)% = 1% Ind.

r—1t

1
: I% I E 2 /(@=1) _ . ln[gz(x)]”_l 1 z%ln(gﬁ(x))
B 075 = i 0] g T

Calculando sé a parte de cima.

In (1712(:1:))
lim In (¢°(z)) = lim — 7

z—1tx — 1 z—17+ z—1

Aplicando a Regra de Cauchy

—122-(1-Inz) .2z e (1-Inx)2e
S, # = lim, T ~ 3
Logo lim g(z)7=1 =73
3.
! 2 1 9
/l/eg (@)e = 3 [VI-Day] = 3ev2-1)
4.
e ¢
h(t) = % (/W g2<x>dx> _ el —eife | _ %ll —tgr;it/?)l _ \1; t_ - 1;(t/2)|



5.

g(x) =2z < —Vlglnx — 22 =0 (z tem de ser positivo decorrente do intervalo desejado)

VvVi=-lnz 2.

Considere m(r) = ¥—

m é continua em |0, e]. Logo em [e~!, 1].
m(e!) =v2e—2>0

m(l)=-1<0

Logo, m(e™!) x m(1) < 0.

Portanto, pelo corolrio do Teorema de Bolzano, m tem pelo menos um zero em |e!, 1], e consequente-
mente existe pelo menos uma solucao da equacao g(z) = 2z no intervalo Je™!, 1[.



GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 10 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificagao. Sé se tera em consideragao a opgao apresentada.

1. Seja z uma funcdo diferenciavel e r,;s : R — R dadas por r(z) = z(e”) e s(x) = z(senz).
Qual das seguintes afirmagoes é FALSA?

(A) (0) + s'(7/2) = 2'(1)

(B) Se z é uma funcao crescente, entao r é uma funcao crescente

(C) Se z(x) > 0,Vx € R, entao r(x) > 0,Vx € R
2se —1<z<1

(D) Se z(z) =< 1se x < —1 , entdao o contradominio da funcédo s é {0, 1,2}
Osex>1

Solucao: D

2. Considere as seguintes afirmacoes:

I. A primitiva do produto de duas fungoes é o produto das primitivas das funcoes

!/
IT. lim M = lim & ITI. A derivada de uma funcéo par é uma funcao par
a=a g(z)  e—a g'(x)
A lista completa das afirmacoes correctas é:

(A)Iell (B) e III (C) ITelll (D) Nenhuma das afirmagcoes
Solugao: D

3. Qual das seguintes afirmagoes é VERDADFEIRA:

(A) Se f ¢ uma funcio continua em x = a, entdao e/é diferenciavel em x = a
(B) Se f é uma fungao diferencidvel em = = a, entao f? estd definida em z = a
(C) Se f é uma fungao continua em x = a, entdo fof é continua em z = a

(D)

D) Se f é uma fungao diferencidvel em = = a, entdao 1/f é continua em = = a
Solucao: B

4. Qual das seguintes afirmacoes é VERDADFEIRA:

1 x? 1
A) P = 2 R B) P — (14 42 R
() P =ardg(e) + 0.0 € (B) Py = (14092 +C.C€
x 1 x
P = — R D) P———— = 2 R
(C) T F 202+ ot 2+2x2+C,C’E (D) — arcsen(z) + C,C €

Solucao: C



