FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS E EMPRESARIAIS

Matematica I

1 Frequéncia: 27 de Outubro de 2009

A frequéncia consiste em duas partes, tem uma duracao de 2h30m e estd cotado

para 20 valores, é efectuado sem qualquer tipo de consulta.

A primeira parte da frequéncia consiste em 5 perguntas de resposta fechada

(Verdadeiro/Falso) que devem ser respondidas na folha do questionério.

As perguntas de resposta fechada valem 4 valores, cada resposta correcta vale 0,8

valores e as respostas erradas serdo penalizadas em 1/3 da cotagao da resposta.
A segunda parte consiste em um questiondrio com 2 péginas e 8 exercicios.

O aluno deve responder a segunda parte numa folha de ponto, justificar todas as

respostas e apresentar devidamente os cédlculos efectuados.

A cotagao das perguntas da segunda parte encontram-se no final de cada per-

gunta.

O aluno nao poderd sob nenhuma circunstancia ausentar-se da sala apds o inicio

da frequéncia.
A saida da sala implica a desisténcia ou a entrega da prova.
Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos.

Qualquer duvida ou questao relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de

prova para que possa ser tomada em consideragao na correcgao.

Boa sorte.



FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS E EMPRESARIAIS

Matematica I
1% Frequéncia - 27 de Outubro 2009 - versao A

Primeira Parte (4 valores)

Nome: Ne TurmaD

Classifique cada uma das seguintes afirmagoes com V se Verdadeira e com F se Falsa.

Cada pergunta vale 0.8 valores e as respostas erradas serdo penalizadas em 1/3 da cotagao

V | 1. Seja a um vector de coordenadas a = (cos a, sena), entao a e vers(a) = 1

para qualquer angulo a.

F | 2. Seja A = (a;;) uma matriz idempotente. Entao a;eaje = a;;.

F | 3. Seja A uma matriz regular de ordem n. Entao |Adj(A)| = |A|™

V | 4. Seja A uma matrix m x n com r(A) = m < n, entdo as m primeiras linhas

da matriz sao linearmente independentes.

F | 5. Seja o sistema Az = b possivel e indeterminado com zero equagoes supér-

fluas, e a respectiva particao Cz. + Rz, = b onde z. sao as varidveis principais.

Entao as colunas de R sao linearmente dependentes.



FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS E EMPRESARIAIS

Matematica I
1% Frequéncia - 27 de Outubro 2009 - versao B

Primeira Parte (4 valores)

Nome: Ne TurmaD

Classifique cada uma das seguintes afirmagoes com V se Verdadeira e com F se Falsa.

Cada pergunta vale 0.8 valores e as respostas erradas serdo penalizadas em 1/3 da cotagao

F | 1. Seja A = (a;;) uma matriz idempotente. Entao a,eaje = a;;.

V | 2. Seja A uma matrix m x n com r(A) = m < n, entdo as m primeiras linhas

da matriz sao linearmente independentes.

F | 3. Seja A uma matriz regular de ordem n. Entao |Adj(A)| = |A|™.

F | 4. Seja o sistema Az = b possivel e indeterminado com zero equacgoes supér-

fluas, e a respectiva particao C'z. + Rz, = b onde . sao as varidveis principais

Entao as colunas de R sao linearmente dependentes.

V | 5. Seja a um vector de coordenadas a = (cos a, senca), entao a e vers(a) = 1

para qualquer angulo «.



FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS E EMPRESARIAIS

Matematica I
1% Frequéncia - 27 de Outubro 2009 - versao C

Primeira Parte (4 valores)

Nome: Ne TurmaD

Classifique cada uma das seguintes afirmagoes com V se Verdadeira e com F se Falsa.

Cada pergunta vale 0.8 valores e as respostas erradas serdo penalizadas em 1/3 da cotagao

F | 1. Seja A uma matriz regular de ordem n. Entao |Adj(A)| = |A|"

F | 2. Seja o sistema Az = b possivel e indeterminado com zero equagoes supér-

fluas, e a respectiva particao C'z. + Rx, = b onde x,. sao as varidveis principais.

Entao as colunas de R sao linearmente dependentes.

V | 3. Seja a um vector de coordenadas a = (cos a, sena), entao a e vers(a) = 1

para qualquer angulo a.

V | 4. Seja A uma matrix m x n com r(A) = m < n, entdo as m primeiras linhas

da matriz sao linearmente independentes.

F | 5. Seja A = (a;;) uma matriz idempotente. Entao a;ea;e = a;;.

FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS E EMPRESARIAIS

Matematica I
1* Frequéncia - 27 de Outubro 2009 - versao D

Primeira Parte (4 valores)



Nome: Ne Turma|:|

Classifique cada uma das seguintes afirmagoes com V se Verdadeira e com F se Falsa.

Cada pergunta vale 0.8 valores e as respostas erradas serdo penalizadas em 1/3 da cotagao

V | 1. Seja A uma matrix m x n com r(A) = m < n, entdo as m primeiras linhas

da matriz sao linearmente independentes.

V | 2. Seja a um vector de coordenadas a = (cos a, sen), entao a e vers(a) = 1

para qualquer angulo a.

F | 3. Seja o sistema Az = b possivel e indeterminado com zero equagoes supér-

fluas, e a respectiva particao C'z. + Rx, = b onde x. sao as varidveis principais.

Entao as colunas de R sao linearmente dependentes.

F | 4. Seja A = (a;;) uma matriz idempotente. Entao a;eaje = a;j.

F | 5. Seja A uma matriz regular de ordem n. Entao |Adj(A)| = |A|"




FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS E EMPRESARIAIS

Matematica I
1% Frequéncia - 27 de Outubro 2009
Segunda Parte (16 valores)

Apresente todos os calculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas.

A cotagao encontra-se no final de cada questao.

1. Considere os vectores u; = ( 2 1 =2 ) Uy = < -1 2 =2 ).Determine um
vector de norma igual a v/30 que faca um angulo de 60° com OZ e angulos iguais com
os vectores Uj e Uz.[1.5 val]

2. Considere a matriz (3.0 val.)

21 1
A=112 -1
11 -1

a) Determine A~1.[1.0 val]
b) Considere a equagao [A™! + X (BT) |7 = (ATB)~!. Resolva-a em ordem a X
apresentando o resultado sob a forma de um produto de factores. [1.0 val]

c¢) Determine a matriz X sabendo que a matriz B é

1 11
B=111 2
211

[1.0 val]
3. Sendo A + I uma matriz regular, prove que (A + I)~' é permutdvel com I — A.
[1.0 val]
4 Sendo A, B,C e X matrizes regulares de ordem 3 tais que 20XCT = A72C?B3e,
sabendo que |A| =2 e |B7?| =9
Calcule |X|.[1.0 val]



5. Considere a matriz A

r xr x T
-2 z 0 0 O
A= 0O -2 = 0 O
0O 0 -2 =z O

Calcule a, b, ¢, d e e, tal que |A] = az® + bz + ca® + dz? + ex.[2.0 val]

6. Considere os seguintes determinantes:

2 4 6 4 2 46 6
4105 4103

Al = e|Bl =
2136 2 131
123 a 1238

Para que valores de a se verifica a igualdade |A| =|B|. Nota: Nao calcule os determi-
nantes. [2.0 val]

7. Se @, b e ¢ sdo vectores em R” linearmente independentes, prove que @+ b, b + ¢
e a + ¢ também sao linearmente independentes. Verifique se também ¢é vilido para os
vectores @ — b, b+ ¢ e @+ ¢.[2.0 val]

8. Considere o sistema seguinte:

—2z+(a*-3)y +(a—-5)z2 =a—b—2
T+ a2y +R2a—-1)z =ab+a—1>
T+ y + 2z =1
a) Classifique o sistema em funcdo dos parametros reais a e b, indicando, os graus
de liberdade, e o nimero de equagoes supéfluas. [2.0 val]
b) Calcule o sistema anterior fazendo a = 0 e b = 0.[0.75 val]

c¢) Calcule o sistema anterior fazendo a = 1 e b = 1.[0.75 val]



1.
i. Seja o vector desejado w um vector de coordenadas w = (x,y, z) com |w| = v/30,e
0 o angulo formado por w e OZ.
O vector proporcional a OZ tem coordenadas e; = (0,0, 1)
W e €3 1 z

cosb)l = ———— & = —— &Sz =

el 2 V30

ii. Se os dngulos formados com o vector e w e o os vectores Uy e Us sao iguais, entao

S

2 -2 — 2y — 2
r+y z_ T+ 2y Z:>y:33:

V9v30 V9v30
V30

logo w = (z,y, 2) = (z, 3z, T)
iii. Sabendo que |w| = V30

@] = V30 $2+9$2+%Z\/%:>10m2:%<:>10m2—%:0
10(:}02—%) = O@(m—g)(va%):O@x:g\/x:—g
iv. Logo w = (2,2, ¥%) ouw = (—%,—g,@)
2.
a)
i. [Al=-3
1.
T
1 0 -1 1 2 -3
2 3 -1 0 -3 3
53 3 IR 1/3 —2/3 1
AT = — = — =l 0o 1 -1
1/3 1/3 -1



b)

A+ X(BY ' = (A'B)le A+ X(BY) = [A'B)YT
AT+ XBT) ! = B"A e XB)Y ' =B"A T A e

= [(BTA)!'-AYBT &

= [AYBT) ' -ABT &

= (A'-A"'Bh) e

SIS

= A7'(I-B")

c) Sabendo que X = A~*(I — BT)

-1 2 =3 0 -1 -2

1

X = _—3 0o -3 3 -1 0 -1 =

-1 -1 3 -1 -2 0
1 7 0

! 0 6 3

—3 -
-2 =5 3

3.

Se a matriz (A + I)~! é permutédvel com I — A, entao
A+D' I -A)=I-AA+])' s
pré-multiplicando por (A + 1)

A+ DA+ I -A) = A+DHI-A)A+D) s
II-A) = A+DHI-AA+D =

pés-multiplicando por (A + 1)

I(I-A)A+]) = A+DHI-AA+D)HA+]) <
(I-A)A+I) = (A+DH(I-A)l <



usando a propriedade distributiva

A+T—A2— A = A-A+ - A&
T— A% = —A24+17

c.q.d.
4.

Aplicando o célculo de determinante a ambos os membros da equacao

20XCT| = |A2C?*BY| &

1
como |AB| = |A||B|, |kA| = k"[|A] e |A7Y| = —

|A]
1
23IC||X||CT|=W|C|2|BI3®
e sabendo que |AT| = | 4]
1
23|CHXHCT|=W|C|2!BI3@
resolvendo em ordem |X|
| ‘_i@
_23|A|2
Sabendo que
_ 1 1
B = 9<:>’B—|2:9<:>|B|2—§:04:>
1 1 1 1
Bl —-)(|B|+z) = B|=-V|B|l=—-=
(1B~ 3Bl +3) = 0% |Bl=1v|Bl=—
logo
1|BP 11/ 1\° 11 /1\°
X = =2 o x| =2 (=2 X|=== (=
1] 23]A\2©’ | 2322( 3) vIXI=Z%(3) ©
1 1
X = —VIX|=——=
X1 864 X 864
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5.

Calculando o determinante através do desenvolvimento de Laplace da 1 coluna

T 0 0 0 x T r
-2 x 0 0 -2 x 0 0
A = 2(—1)1+ +(=2)(-1)*! =
0 -2 =z 0 0 -2 =z O
0 0 -2 =z 0 0 -2 «x

O primeiro termo é o determinante de uma matriz triangular, no segundo torna-se

a calcular o determinante através do desenvolvimento de Laplace da 1* coluna

z 0 0 r T T
= zxa*+20| =2 ¢ 0|+2%x2| -2 gz 0=
0 -2 =z 0 -2z
5 3 z 0 r X
= 2°+2x X 2° +4x +4x2 =
-2 x -2 x
= 2° + 2% + 4v x 2® + 8(2? + 22)
= 2”4 22* + 423 + 827 + 162
entaoa=1,b=2,c=4,d =28, e = 16.
6.
Como as trés primeiras colunas de A e B sao iguais e |A| = |B| < |A| — |B| =0
2 46 4 2 46 6 2 46 4-6
410 5 410 3 410 5-3
— =0« =0
21 3 6 21 31 21 3 6-1
1 2 3 a 1 2 3 8 1 2 3 a-38

Se L = 2L, entao a igualdade verifica-se.

L1:2L4<:>—2:2(CL—8)<:>G:7
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7.

Se @, b e ¢ sdo vectores em R” linearmente independentes, entdo
aa+ash+asc=0=>a01=ay=a3=0
i. A combinacfo linear entre @+ b, b+ ¢ e @ + ¢ & igual zero se
01(@+b) + 0x(b+¢)+03(a+e) =0

re-arranjando

(01 + 03)a + (01 + 02)b + (02 + 03)e =0

como a, b e ¢ sao vectores em R” linearmente independentes, entao

(0%} =0 91—|—¢93 =0 91 =0
ap =0 &9 0+60, =0 & (.)¢ 6, =0
Qa3 =0 92+93 =0 Qg =0

elogoa+b, b+ ¢ea+ ¢ sdo linearmente independentes.

ii. A combinacdo linear entre @ — b, b+ ¢ e @ + ¢ é igual zero se
01(@—b) + 02(b+¢)+03(a+¢e) =0
re-arranjando em fungao

(61 + Qg)d + (92 — Ql)l_) + (02 + 93)5 =0

ap =0 01+0; =0 0, = —04
a; =0 <= 62—81 =0 <:>() 02 :_03
az; =0 Oy +60;3 =0

logo o sistema é possivel e indeterminado admitindo solugoes nao nulas, assim os trés

vectores sao linearmente dependentes.
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A matriz
-2 a*=3 a-5 a—b—2
Ab = [AD] = 1 a> 2a—1 % ab+a—>b
L1<—>L3
1 1 2 1
1 1 2 1 ~
~ 1 a2 2a — 1 ab~|—a—b L2—>L2—L1
-2 a>-3 a—-5 : a—-b-—2 Ly — L3+ 2L,
1 1 2 1
~ 0 a2—1 2a—3 : ab+a—-b—-1
. L3 — Lz — Ly
0 a>—-1 a—1 : a—b
1 1 2 1
~ 0 a®—1 20—3 : ab+a—-b—-1
0 0 2—a 1—ab

Comoa’—1ea=1Va=—-1e2—a<sa=2:

i. Sea#1Na# —1Na#2:7(A) =3er(Ab) =3 = n o sistema é possivel e

determinado.
ii. Sea=1:
11 2 1 11 2 1
00 —1 : 0 00 —1 : 0
. Lz — L3+ Lo i
00 1 :1-0b 00 0 :1-0b

entdo r(A) =2 =k.

ii.1 Seb=1:7r(Ab) =2, r(A) =r(Ab) < n e o sistema ¢ possivel e indeterminado.

n—k = 1 grau de liberdade

m —k = 1 equagao supérflua
ii.2 Se b #1:1(Ab) =3, r(A) < r(Ad) o sistema é impossivel.
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ii. Sea=—1:

11 2 : 1 11 2 : 1
00 —5 i —20—2 00 —5 : —2(b+1)
. L3—>5L3+3L2 X
00 3 : 1+%b 00 0 : —-1-0

entdo r(A) =2 = k.

iii.1 Seb=1:1r(Ab) =2, r(A) = r(Ab) < n e o sistema é possivel e indeterminado.

n—k = 1 grau de liberdade

m—k = 1 equagao supérflua

iii.2 Se b #1:r(Ab) = 3, r(A) < r(Ab) o sistema ¢é impossivel.

iv. Sea=2:
11 2 : 1

03 1 : b+1
000 :1-2b
entdo r(A) =2 =k.

iv.l Se b= 1 :r(Ab) =2, r(A) = r(Ab) < n e o sistema ¢ possivel e indeterminado.

n—k = 1 grau de liberdade

m —k = 1 equagao supérflua

iv.2 Se b # % : r(Ab) = 3, r(A) < r(Ab) o sistema ¢ impossivel.
b)
Com a = 0 e b= 0. o sistema estamos na alinea i, o sistema é possivel e determinado

e pode ser resolvido por condensacao

11 2 i1 r4y+2 —1 r =1
0 -1 =3 : —1 <~ —y—SZ =1 <= Y :1_%:_%
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Entao a solucao ¢

S
—_

[T
I
DN | —
_ |
—_

c)
Com a =1 e b = 1. o sistema estamos na alinea ii.1, e fazendo = e z varidveis ji

que apoés eliminar a equacgao supérflua, o determinante associado as colunas com os

coeficientes dessas varidveis é apés condensacao:

1 2
£0
0 -1

ey =« com «a € R a varidvel livre, e considerando a ltima equagao como supérflua:

11 2 :1
) r+a+2z =1 r =1—«
00 -1 : 0 [|<= &
) -z =0 z =0
00 0 :0
Entao o conjunto solugao é
T l-«
Y = o , a€eR
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