Faculdade de Ciéncias Econdmicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA I
FREQUENCIA 1 - versao A

Duragao: 150 minutos

Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos. Qualquer duvida ou questao
relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de prova para que possa ser tomada em consideracao
na correccao. Apresente todos os cédlculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas. Simplifique
o resultado final o maximo possivel.

Separe em grupos de folhas diferentes as resolugoes
dos grupos I e II das resolugoes dos grupos III e IV
GRUPO I (50 PONTOS)

1 0 4
Considere a matriz A= | 0 2 0
01 -3

1. [15 pontos| Determine os valores e vectores préprios da matriz A.

2. [15 pontos] A matriz A é diagonalizavel? Justifique. Em caso afirmativo, escreva A como o
produto de trés matrizes (calcule a inversa usando a adjunta).

3. [10 pontos] Considere a matriz B dada por B = A* — 243 + 2A. Represente a matriz B como
funcao linear de A? e A.

4. [10 pontos] Determine os valores e vectores proprios da matriz B da alinea anterior.

GRUPO II (50 PONTOS)

1. [20 pontos| Determine

W w o o
I e =
N =R OO W
N O RN
O = W W

2. [15 pontos] Determine a expressao simplicada do determinante da matriz C'

— = =
DN DN
wWw O W W
O =

S 3 3 3

Cnxn -

1234 ---0

Indique também para que valores de n o determinante é positivo.

3. [15 pontos] Seja F,x, tal que FFT = —T onde I é a matriz identidade.

(a) Mostre que n é par e F' é invertivel.
(

b) Determine a expressiao para F~1.



GRUPO III (50 PONTOS)
Considere o seguinte sistema de equagoes lineares em z, y e z:

z+ Py + Bz = —«
z+0y—p3=0 com «a, 3 € R
az+x+ Py =—0F°
1. [20 pontos| Discuta o sistema em fungao dos parametros « e [3.
2. Considere = —-1e a= —1.

(2.a) [15 pontos] Determine, nao usando determinantes, a inversa da matriz constituida pelos
coeficientes das incognitas.

(2.b) [5 pontos| Usando a Regra de Cramer, determine o valor de y no sistema.
3. [10 pontos] Considere 5 =1 e a = 1. Resolva o sistema.
GRUPO IV (50 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 10 pontos, cada resposta incor-
recta desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao
é necessaria qualquer justificacao. Sé se terd em consideragao a opcao apresentada.

12 2 4 1-3¢ 4 1 a

] a b c d 2—-3b 2 3 b

1. Sejam Ryyy = 131 1 & Sixq = 2-3c 41 ¢
212 2 4-3d 4 1 d

Sabendo que |R| = 3, qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?
(A) |S|=—6 (B) |S] = -9 (C) |IS]=9 (D) Nenhuma das anteriores
2. Considere as seguintes afirmacoes, quando as operacoes estao definidas:

I. A transposta da soma de matrizes é a soma das matrizes transpostas

II. A inversa da soma de matrizes é a soma das matrizes inversas

ITI. Uma matriz quadrada diagonal é simétrica

A lista completa das afirmagoes correctas é:

(A)Iell (B) IeIIl (C) II e IIT (D) Todas as afirmagdes

3. Qual das seguintes afirmagcoes é verdadeira:

(A) Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n, entdo (A + B)? = A% + 2AB + B?
B) Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n tal que AB = AC', entdo B = C

(C) Se A é uma matriz invertivel tal que A~ = AT entdo |A| =1 ou |4| = -1

(D) Se zero é um valor préprio da matriz quadrada A, entdo a matriz A é nao singular

4. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira:

(A) Seja Apxm, entdo AX =b< X = A7

(B) Seja Aysm, entdo o sistema AX = O é possivel e indeterminado se e s6 se |A| =0
(C) Se A e B sao duas matrizes permutéveis, entao (AB)T = AT BT

(D) Um sistema homogéneo pode ser impossivel

0 1
5. Se U = 2 -3 |eW= [ il)) _g } , tem-se que a matriz UTU — 2W? ¢ uma matriz:
—1 0

(A) Triangular superior  (B) Triangular inferior ~ (C) Simétrica (D) Anti-simétrica



Faculdade de Ciéncias Econdmicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA I
FREQUENCIA 1 - versao A - Tépicos de Resolugao

Duracgao: 150 minutos

Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos. Qualquer duvida ou questao
relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de prova para que possa ser tomada em consideracao
na correccao. Apresente todos os cédlculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas. Simplifique
o resultado final o maximo possivel.

Separe em grupos de folhas diferentes
as resolucoes dos grupos I e Il das resolucoes dos grupos III e IV

GRUPO I (50 PONTOS)

1 0 4
Considere a matriz A= | 0 2 0
01 -3
1. [15 pontos| Determine os valores e vectores préprios da matriz A.
1—Xx 0 4
pAN)=]A=X|=| 0 2-2) 0 =1-=XN2-=XN(-3-2X)

0 1 —3-2
pA) =0 A=1vA=2VvA=—3

e \=1
00 4 T 0
A-IIX=0&< |01 0 y |l =10
01 —4 z 0

2(1,0,0),z € R\{0}

o \=2
-1 0 4 T 0
[A-2]]X =0« 0 0 O y |l =10
0 1 -5 z 0
2(4,5,1),z € R\{0}
e \=-3
4 0 4 T 0
[A+3[X=0< |0 5 0 y | =160
010 z 0

2(—=1,0,1),z € R\{0}

Conclusao:

Vector préprio (1,0,0) associado ao valor préprio 1
Vector préprio (4,5,1) associado ao valor préprio 2
Vector préprio (-1,0,1) associado ao valor préprio -3



2. [15 pontos| A matriz A é diagonalizdvel? Justifique. Em caso afirmativo, escreva A como o
produto de trés matrizes (calcule a inversa usando a adjunta).

Matriz A é diagonalizavel, porque A tem 3 valores préprios distintos o que é igual ordem da matriz

1 4 -1 1 0 0 1 4 -1
A=PDP'=10 5 0 02 0 05 0 =
01 1 00 -3 01 1
1 4 -1 1 0 0 1 -1 1
=0 5 0 0 2 0 0 1/5 0
01 1 0 0 -3 0 —-1/5 1
visto que
5 0 01" 1 -1 1
Pl = ﬁAdj(P) = % -5 1 -1 =10 1/5 0
5 0 5 0 —-1/5 1

3. [10 pontos] Considere a matriz B dada por B = A* — 243 + 2A. Represente a matriz B como
funcao linear de A? ¢ A.

Como

pA)=1=XN2=XN(-3=-X)==-XM+7A-6=0

Logo

—AP+TA-6I =04 A* =TA -6

Assim

B=A(TA—-6I)—2(TA—6I) +2A =TA? — 18A + 121

4. [10 pontos| Determine os valores e vectores préprios da matriz B da alinea anterior.

A=1=Ag=7x12-18x1+12=1
A =2=Ap=Tx22—18x24+12=4
A =—3=Ap=7x(—3)2—18 x (—=3) +12 =129

Conclusao:
Vector préprio (1,0,0) associado ao valor préprio 1
5,1)

1
Vector préprio (4,5,1) associado ao valor préprio 4
Vector proéprio (-1,0,1) associado ao valor préprio 129



1. [20 pontos| Determine

W w o o
—=_ 0 O N

=6 x (—15) — 3 x (—15) = —45

N = OO W

N O = N

)
3
3
1
0

=2X

W w o

W w o o=

— = O N

—= = O O N

N = O W

GRUPO II (50 PONTOS)

N = O O W

O = W Ot

N O == N

S = W W ot

—3X

W w o =

= = O N

N O e

1 2
3 1 —1]-3x1x
31

2. [15 pontos] Determine a expressao simplicada do determinante da matriz C'

Indique também para que valores de n o determinante é positivo.

Cnxn -

1

NN O

2

WO W

3

O

4

Positivo se n é impar.

S 333

Onxn -

—_

o O O

2
-2

0

0

[ G G U G WY

1

NN O N

2

WO W W

3

3 4
0 0
-3 0
0 —4
0 0

O e

4

-3 333

0

O OO

3. [15 pontos] Seja F,x, tal que FFT = —T onde I é a matriz identidade.

(a) Mostre que n é par e F' é invertivel.

[FFT| = |- 1| |FI|[FT| = (-1)" < |F||F| = (-1)" & |[F]? = (-=1)"

Sé existe solucao se n for par. Neste caso,

Como o determinante é diferente de zero, a matriz F' é invertivel.

(b) Determine a expressao para F 1.

FFT = —] & FFT(FT)

-1 _

FPP = (—1)" & |FP =16 [F| = -1V |F| = 1

I(F') ' & F=—(FT)' & FL = (—=(FT)")' & F! = —FT



GRUPO III (50 PONTOS)
Considere o seguinte sistema de equagoes lineares em z, y e z:

z+ Py + Bz = —«
z+0y—p3=0 com «a, 3 € R
az+x+ Py =—0F°

1. [20 pontos| Discuta o sistema em fungao dos parametros « e [3.

Primeiro voltar a reescrever o sistema:

(4 Py + B2 = —a

Py+z=0

2+ By + az = -7

(1 3 B —a A —a
0o s 1| 8 |—1]0 8 1 G
1 8 o =P 0 0 a-1|a—p

e Sca#1AB#0= SPD

e Sea=1
1 3 B -1
0 g 1 16
0 0 0|1—-0

Sea=1ANG=1= SPI
Sea=1AN3#1= 51

e Se =0
10 0 —a 1 0 0| —«
00 1 0 <100 1]0
0 0 a—1| « 0 0 0| —«
Sea=0= SPI
Sea#0=SI
Conclusao:

e SPD:a£1AB %0
e SPl. (a¢=1AB=1)ou (f=0Aa=0)
e S (a=1AB#1)ou(B=0Aa#0)



2. Considere f =—-1e a= —1.

1 1 —-1]1
0 -1 1 |-1
1 -1 —-1]-1

(2.a) [15 pontos] Determine, ndo usando determinantes, a inversa da matriz constituida pelos
coeficientes das incognitas.

1 1 —1]/1 0 0 1 0 0] 1 1 0
0 -1 1/010|=|010[1/20 —1/2
1 -1 —1]0 0 1 00 1|1/2 1 —1/2
Logo
101 -1 1 1 0
0 -1 1 =12 0 —1/2
1 -1 -1 1/2 1 —1/2 |
(2.b) [5 pontos| Usando a Regra de Cramer, determine o valor de y no sistema.
1 1 -1
0 -1 1
e T
Y= 1 1
0o -1 1
1 -1 -1

[10 pontos] Considere 5 =1 e a = 1. Resolva o sistema.

3.
1 1 1]-1
01 1] 1
11 1(-1
2

(=

1—22),z€R
GRUPO IV (50 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 10 pontos, cada resposta incor-
recta desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao
¢é necessaria qualquer justificacao. So se terd em consideragao a opcao apresentada.

1 2 2 4 1—3a 4 1 a

) a b c d 2—-3b 2 3 b

L Sejam Raxa = | | 5 | (| €5xa=| 5 3. 4 1 .
2 1 2 2 4-3d 4 1 d

Sabendo que |R| = 3, qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?
(A) |S|=—-6 (B) |S| = -9 (C)|S]=9 (D) Nenhuma das anteriores
Solugao: A
2. Considere as seguintes afirmacoes, quando as operagoes estao definidas:
I. A transposta da soma de matrizes é a soma das matrizes transpostas
IT. A inversa da soma de matrizes é a soma das matrizes inversas
ITI. Uma matriz quadrada diagonal é simétrica

A lista completa das afirmagoes correctas é
(A)Iell (B) IeIIl (C) II e IIT (D) Todas as afirmagdes



Solucao: B

3. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira:

(A) Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n, entdao (A + B)?> = A% + 2AB + B?
(B) Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n tal que AB = AC, entao B =C

(C) Se A é uma matriz invertivel tal que A~ = AT entao |A| =1 ou |4| =

(D) Se zero é um valor préprio da matriz quadrada A, entdo a matriz A é nao smgular
Solucao: C'

4. Qual das segulntes afirmagoes é verdadeira:

)

(B) Seja A, xm, entdo o sistema AX O é possivel e indeterminado se e s6 se |A| =0
)
)

(C) Se A e B sao duas matrizes permutéveis, entao (AB)T = AT BT
(D) Um sistema homogéneo pode ser impossivel
Solucao: C'
0 1 1 _3
5. Se U = 2 3| eW= [ 30 ] , tem-se que a matriz UTU — 2W? é uma matriz:
-1 0

(A) Triangular superior ~ (B) Triangular inferior ~ (C) Simétrica (D) Anti-simétrica
Solucao: B



