Faculdade de Ciéncias Econémicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA T
Exame - versao A
Duragao: 180 minutos

Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos. Qualquer duvida ou questao
relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de prova para que possa ser tomada em consideracao
na correccao. Apresente todos os cdlculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas. Simplifique o
resultado final o maximo possivel. Nao é possivel desistir apds o inicio desta prova.

Separe em grupos de folhas diferentes as resolugoes
dos grupos I e Il das resolugoes dos grupos III, IV e V

GRUPO I (60 PONTOS)

a 2 4 1
Considere A = 0 286 0 |,b=| B | el amatriz identidade de ordem 3.
¥ o1 -3 2

1. [20 pontos| Para o« = = 1, determine os valores e vectores préprios da matriz A. Quais sdo os
valores e vectores préprios da matriz A?°?

2. [20 pontos] Para o = 1 e 3 = 0, resolva a equacdo matricial (A% + I)TX = |bbT + I|b, usando a
matriz adjunta.

3. [20 pontos| Discuta o sistema AX = b em fungao dos parametros « e f3.

GRUPO II (30 PONTOS)
1. [15 pontos| Determine a expressao simplificada do determinante da matriz quadrada C

1 —1 2 -2 3 -3 -een —-n

2 0 4 —4 6 —6 -e- 2n —2n

3 -3 0 —6 9 -9 -eo 3n —3n

4 —4 8 0 12 —12 -o- 4n —4n
c.—| 5 =5 10 -10 0  -15 - 51 —bn

6 —6 12 —12 18 0 ... 6n —6n

n—1 —n+1 2n—2 —2n+2 3n—-3 -3n+3 --- 0 —n?2+n
n —n 2n —2n 3n —3n - n? 0

e indique o sinal deste determinante para qualquer n.

2. [15 pontos] Seja a matriz A,x, tal que (I — A)~! existe e A*> =nA. Prove que:
a) A e I — A sao permutdveis b) Ae (I — A)~! sao permutdveis c)(I-A)t=I--"1A

GRUPO III (30 PONTOS)

Determine:

3 ) t 2
1. [10 pontos] pr T mare 9(a’)

1+ a2

x2+dx

2. [10 pontos] f'(1) se f(z) = (z* —x + 1)/ et dt
(2z)2+1
T - .2
3. [10 pontos] lim e.senfw) —w —
=0 224+ zIn(l —x)




GRUPO IV (40 PONTOS)

Considere as fungoes reais de varidvel real f(x) =2z + 1, g(x) = In(z + 1) e h(z) = €”.

1. [10 pontos| Determine o dominio da fungao n = (goh)/f.

2. [10 pontos] Prove, pela definigao, que hIT% (—f(x)) = —5.

3. [10 pontos| Determine as primeiras trés derivadas da fungdo m = h + f x g. Escreva a equagao da
recta tangente da funcao segunda derivada de m no ponto de abcissa 0.

4. [10 pontos| Represente e determine a area definida pelas seguintes condigoes:

1
y<hx)ANy>—<ANx>0ANz<1

/()

dx? Justifique.

—+00

Essa area é maior que / 3

16/9 (\/7)
GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opg¢oes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 8 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotacao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideracao a opgao apresentada.

1. Qual das seguintes afirmacgoes é VERDADEIRA?
(A) Sendo A e B matrizes de ordem n, tem-se que |A+ B| = |A| = |B| =0
(B) Se A é uma matriz invertivel, entao adj (A") = (adj(A)"

1 T
(C) = — (adj (A"

4 (o (41)
(D) A inversa da soma de matrizes é a soma das matrizes inversas, quando as operagoes estao definidas

C) Se A é uma matriz invertivel, entao (AT)_1

2. Sejam A e B duas matrizes quaisquer e O uma matriz nula.
Qual das seguintes afirmacoes é VERDADEIRA?

(A) Se o produto AA existe, entdo A ¢ uma matriz quadrada

(B) Se AB = O, entao BA =0

(C) Se A e B tém a mesma dimensao, entdo AB tem inversa

(D) A — AT ¢ simétrica

3. Considere as seguintes afirmagoes:

I. Se uma funcéo f é diferencidvel em R, entdo e/ é continua em R

II. Uma fungao par nunca é injectiva IIT. Uma funcao fmpar tem contradominio R

A lista completa das afirmacoes correctas é:
(A)Tell (B) I'e III (C) Il e III (D) Nenhuma das afirmagoes

4. Qual das seguintes afirmagoes ¢ VERDADFEIRA:

(A) |z = 1,Vz € R (B) (2)2 1,¥zeR (C) (

|z + 1]
z+1

lz]

)zO,VxE]R (D)( ):O,Vx>0

X

5. Seja f(z) = In(z*). Qual das seguintes afirmagoes é VERDADFEIRA:
(A) f'(e) =0 (B) fi(e) =1 (C) f'(e) =2 (D) file) =e



Faculdade de Ciéncias Econémicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA T
Exame - versao A - Tépicos de resolugao
Duragao: 180 minutos

GRUPO I (60 PONTOS)

a 2 4 1
Considere A = 0 26 0 |,b=| B | el amatriz identidade de ordem 3.
N 2

4
1. [20 pontos| Para o« = § = 1, determine os valores e vectores préprios da matriz A. Quais sdo os
valores e vectores préprios da matriz A2°?

2. [20 pontos] Para o = 1 e 3 = 0, resolva a equacdo matricial (A% + I)TX = |bbT + I|b, usando a
matriz adjunta.

3. [20 pontos] Discuta o sistema AX = b em func¢ao dos parametros « e 3.

1.
1 2 4
A=10 2 0
51 -3

A= X=0&2-N)N+22-8)=0A=2VI=—4

Valores proprios de A: -4 e 2

or +2y+42 =0 r=—:z
[A+4I1X =0 <6y =0 S cy=0
r+y+2=0 0=0
Vector préprio associado ao valor proprio —4: (—%z, 0, z) =z (—%, 0, 1) ,Zz€R
—x+2y+42z=0 r =4z
[A=2[X=0&<¢0=0 Sqy=0
%x—l—y—E)Z:O 0=0

Vector préprio associado ao valor préprio 2: (42,0,z) = 2(4,0,1),z € R
Valores préprios de A20: 420 ¢ 220

Vectores préprios de A%
2(4,0,1), 2z € R associado ao valor préprio 22°
(—22,0,2) =2 (—3,0,1), z € R associado ao valor préprio 4%°.

12 4 1 2 0 0
A=|00 0|, b=]0 (A24+0NT=| 6 1 -3
01 -3 2 —8 0 10

10 00 1/2 0 0

(A2 D)7 ' =L | =36 20 6 | =| —9/5 1 3/10

8 0 2 2/5 0 1/10



bl +Ib=6x | 0| =] 0

1
g

3
(A2+DTX =" + I X =[(A2+ DT " +1b< X = | —36/5
18/5
3.
a 2 41 4 2 a|l 4 2 a
0 28 0 |8 | =0 0 28 0|3 |3Li+aLs—Ls | 0 203 0
%1 -3|2 -3 1 2|2 0 10 56+3a |11
4 2 « 1 4 « 2 |1
Ly=Lz | 0 10 58 +3a |11 | Ci—cs | O 534 3a 10 | 11
0 243 0 I3 0 0 26| B
Conclusao:

SPD: B#0Na # —2
SPI: 3 =0,Ya € R
SLa=—-33A3#0

GRUPO II (30 PONTOS)

1. [15 pontos| Determine a expressao simplificada do determinante da matriz C

1 -1 2
2 0 4
3 -3 0
4 -4 8
Coo.=| 5 =5 10
6 12

n -n 2n

-2
—4
—6
0
—10
—12

n—1 —n+1 2n—2 —-2n+2

—2n

—_
D oo w

—_
© o0 o

3n—3
3n

e indique o sinal deste determinante para qualquer n.

1 -1 2 —2
2 0 4 —4
3 -3 0 —6
4 4 8 0

Coxn|=| 5 =5 10 —10
6 12

—12

n -n 2n —2n

3n

n—1 —-n+1 2n—-2 -2n+2 3n—-3 —-3n+3

—3n

2n
3n
dn
on
6n

n
2n
3n
4n
5%0)
6n

—2n
—3n
—4n
—on
—6n

—n’+n

-n
—2n
—3n
—4n
—on
—6n

—n?+n




1 -1 2 -2 3 -3 n —-n
02 0 0 0 0 0 0
00 -6 0 0 0 0 0
00 0 8 0 0 0 0

=0 0 0 0 =15 0 0 0 | =1x2x(—=6)x8x(—15)x18x---x (—n?+n)xn?
00 0 0 0 18 0 0
00 0 0 0 0 - —n’+n 0
0O 0 0 0 0 0 - 0 n?

2. [15 pontos] Seja a matriz A,x, tal que (I — A)~! existe e A> =nA. Prove que:

a) A e I — A sao permutdveis b) Ae (I — A)~! sdo permutdveis o) I-A)1=I--LA4
a) A(l —A)=Al—-AA=1A-AA=(I-AA

b) Al -A) =T -A)T-AAT-A) =T -A)TTATI-AI-A)=(T-A)""A

¢) Vamos mostrar que a inversa de I — A é dada por I — ﬁA.

Para isso temos de mostrar que (I — A).(I — Ayt =1T= (I — A)~'.(I — A).
I-A).(I-A7T=I-A).(I--54)=T-1A-A+ L A2=]--LA-A+-LnA=1]

A outra igualdade é agora 6bvia.



GRUPO III (30 PONTOS)
Determine:

3 ) t 2
1. [10 pontos] Pt +aarcg(@’)

1+ a2t
z2+4z )
2. [10 pontos] f'(1) se f(z) = (z* —x + 1)/ e’ dt
(2z)2+1

e”.sen(r) —x — x?

3. [10 tos| li
110 pontos 20 22+ zln(l — x)
23 4 z.arctg(z?) x? r.arctg(z?) 1 423 1 x
= = —P—"" arctg(z?) =
1+ 2t 1+t Tro 1 Tra el T arel@)
1 1

=1 In(1+ 2*) + ZarctQQ(ﬁ) +C,CeR

I2+4Z 2 2 24 42)2 22)241)2
f(z) = (2z — 1)/ eldt + (22 — x4 1) |2z 4 4).e@ 12" _ gy (207D

(2z)%2+1

5
(1) = 1/ eCdt+1x[6x e —8x ¥ =0— 2% = —2¢%
5

1,‘ e”.sen(r) —x — x* . e.sen(x) + e".cos(x) — 1 — 2z . 2¢e".cos(x) — 2
1m — = =
=0 22+ xln(l —x) RC 20 20 +In(1 —z) — % RC.2—02 — = — ﬁ R.C.
— lim 2e”.cos(x) — 2e*.sen(x) _ _2'
R.C. =0 1 ___2 3

127 ~ (-



GRUPO IV (40 PONTOS)

Considere as fungoes reais de varidvel real f(x) =2z + 1, g(x) = In(z + 1) e h(z) = €”.
1. [10 pontos| Determine o dominio da fungao n = (goh)/f.
2. [10 pontos| Prove, pela defini¢ao, que lir% (—f(x)) = —5.

3. [10 pontos| Determine as primeiras trés derivadas da fungao m = h + f x g. Escreva a equagao da
recta tangente da funcao segunda derivada de m no ponto de abcissa 0.

4. [10 pontos] Represente e determine a area definida pelas seguintes condigoes:

1
y<hx)ANy>—<ANx>0ANz<1

~ fl2)

+oo
Essa area é maior que / zdx? Justifique.

16/9 (/)
1.

In(e® 4+ 1)
) =
1 1

Dn:{xER:ez—i-l>0/\2x—|—1#0}:{xER:x#—§}:R\{—§}
2.

Seja ¢ > 0 dado. Temos de descobrir € tal que se |z — 2| < ¢, entdo | — f(x) — (=5)] < 4, ie,
| —2x —1+5] <4, ie, | —2x+4| <0,ie., 2lx—2|<d,ie., |r—2] <§/2. Escolha-se, entdo ¢ = §/2.

3.

m(@) = h(z) + f(@) x g(z) = & + 20+ 1) In(@+1)  m/(z) = ¢ + 2In(z + 1) + 2;++11
mi(z) ="+ 2 i 17 @ i ERRA A f 12 (z f 1)3

o =0, yo = m”(0) = 4, Declive = m"’(0) = —3 Equacao da recta tangente: y = —3x + 4
4.

! 1 1 1
A:/ e’ — dr = |e" —-In|2z+1|| =e—-In3 -1
g 22+ 1 2 . 2

+oo 1 b 1 2 b
/ ———dr = lim ———dx = lim ] _3
16/9 (\/5) b——+400 16/9 (\/ﬁ) b—+o0

1 3
e—§ln3—1<e—§lne—1:e—§<1.3<§. Logo nao é maior.

2

16/9



GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 8 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideragao a opgao apresentada.

1. Qual das seguintes afirmacoes é VERDADEIRA?
(A) Sendo A e B matrizes de ordem n, tem-se que |A+ B| = |A| = |B| =0
(B) Se A ¢ uma matriz invertivel, entdao adj(AT) = (adj(A))T
1
= —(adj(AT))"
|Al
(D A inversa da soma de matrizes é a soma das matrizes inversas, quando as operagoes estao definidas
Solucao: B

(C) Se A é uma matriz invertivel, entdao (AT)™!

2. Sejam A e B duas matrizes quaisquer e O uma matriz nula.
Qual das seguintes afirmacgoes é VERDADEIRA?

(A) Se o produto AA existe, entdo A é uma matriz quadrada
(B) Se AB = O, entao BA = 0O

(C) Se A e B tém a mesma dimensao, entdao AB tem inversa
(D A — AT ¢ simétrica

Solugao: A

3. Considere as seguintes afirmagoes:
I. Se uma funcéo f é diferencidvel em R, entdo ef é continua em R
II. Uma fungao par nunca ¢ injectiva IIT. Uma funcao fimpar tem contradominio R

A lista completa das afirmagoes correctas é:

(A)Iell (B) IelIll (C) II e III (D) Todas as afirmagdes
Solucao: A

4. Qual das seguintes afirmacoes é VERDADFEIRA:
x

: / )’
(A) |z =1,VzeR (B) (=) =1L,VzeR (C)|—) =0,YzeR (D)
Solugao: D <5E> ( ’ ) (

|z + 1]
r+1

/
) =0,V >0

5. Seja f(z) = In(z”). Qual das seguintes afirmacgoes é VERDADFEIRA:
(A) f'(e) =0 (B) f(e) =1 (C) f'(e) =2 (D) f'(e) =e

Solugao: C



