7o CATOLICA

“LISBON

Matematica I - 12
Parte: Algebra
Linear

Matemadtica I - 1% Parte: Algebra Linear

Ana Rita Martins

Catoélica Lisbon

1° Semestre 2012/2013



SIS Matrizes: Motivacdo
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e E comum o recurso a tabelas para organizar informagao diversa. No
Ana Rita Martins entanto, estes objectos nao sdao, em geral, “manipulaveis".

Algebra Matricial
Exemplo

Tabela 1 - Apresentacio ca méda 02 iGades, 3 alra @ 00 Peso (0§
elementos constituintes da amostra

IQHOE ATURA

- :mz : : Taxas (perceatagem)
o g : "‘ Readimento colectivel (euros)
o “",’{;, ’“: Noemal (A) | Média (B)
Desvie paseds. "
Valor mrineTo. 5
e r——— 2 A6 4793 ... ....... RS ...| 10,5 |10.5000
Demaisde4793até 7250 ... ........... 13 11,3471
De mais de 7 250 ate 17 979 T 23,5 18,599 6
p Z Demaisde 17979até 41349 ... ... .. 34 (273039
Classificaggo 1. 5. de 41 349 a6 59926 e 36,5 |30.1546
De mais de 59 926 até 64 623 | 40 30,8702
Posigdo Equipa  Superiora 64623.. ... ... 42
1° F.C. Porto
2 S.L. Benfica
° Sporting C.P.
4 Belenenses
5° Sp. Braga

Para ultrapassar esta “limitacao"é usual recorrer as chamadas ma-
trizes.

As matrizes nao sO permitem uma simplificacdo no tratamento dos
dados incluidos em tabelas, como as regras algébricas para a manipulacao
de matrizes sao semelhantes as regras de manipulacdo de nimeros reais.
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Uma matriz € uma entidade matematica representada por uma
tabela rectangular de numeros.

Mais precisamente, dados n, m € N chama-se matriz de tipo (ou
dimensao) m X n a uma tabela rectangular de nm nimeros reais
distribuidos por m-linhas e n-colunas preenchidas por numeros reais:

Algebra Matricial

aip di2 - Alp
d; dyp - Ay
dml  Am2 " Amn_

(aj € R,paratodooi=1,--- ,mej=1,---,n).
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Consideremos uma cadeia de lojas constituida por 3 lojas L, L,
L3, cada uma vendendo 10 produtos diferentes Py, ..., Pig, € denotemos
por v;; o valor (em euros) das vendas do produto P; na loja L; num certo
meés do ano.

Entao uma maneira simples e adequada de organizar esta
informacao sera através da seguinte matriz do tipo 10 x 3:

V11 V12 V13
V21 V22 V23

Vio1 VYio2 V10 3]

Desta forma, por exemplo, se vgp = 575 significa que o valor das
vendas do produto P9 na Loja L, correspondeu a 575 euros no més em
questao.
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E usual recorrer a letras maiusculas (A, B, C, X, Y, - - - ) para repre-
sentar matrizes.
No caso de se pretender explicitar as entradas de uma matriz A do

tipo m X n, € também usual representar A da forma:

Algebra Matricial

A = |ayli=1,...mj=1,...n;

ou simplesmente,
A= [aij]v

quando esta definida a partida a dimensdo da matriz.
Para evidenciar o tipo m X n de uma matriz A, € também costume
escrever A, ..



Matrizes: Notagao
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/ ari
Algebra Matricial

@ As matrizes 1 X n chamam-se matrizes linha

[all o o .aln]

@ As matrizes n X n chamam-se matrizes quadradas

air a2 - Aip
dz;r dzp - Ay
dn1 dp2 cc dpp |

@ As matrizes m X n com m #* n chamam-se matrizes rectangulares.
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Matrizes Quadradas

Dada uma matriz quadrada A = [q;;] do tipo n x n* chama-se
diagonal principal de A as entradas a;i, a2, - - - , du,:
(a;y ap - an|
a2l an? T Aon
| dnl A2 dpn
e diz-se que:

@ A ¢ triangular superior se a;; = O parai > j.
Por exemplo, para n = 3, sdo da forma:

ajl dap as
0 ax axn
O 0 asj3

*Também é costume dizer apenas que A é uma matriz quadrada de ordem #.
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@ A € triangular inferior se q;; = O para i <.
Algebra Matricial Por exemplo, para n = 3, sdo da forma: :

ail 0 0
ay ax»n 0O
azl asx  ass

@ A ¢é diagonal, se for simultaneamente trangular superior e inferior,
isto €, se a;; = 0, parai # j.
Por exemplo, se n = 3, sdo da forma:

ail 0 0
0 anr» 0
0 0 asjs

Se, além disso, todos os elementos da diagonal forem iguais, entao
a matriz também se diz uma matriz escalar.
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@ Chamamos matriz identidade de dimensao n, denotada por /,,, a
matriz quadrada n x n com diagonal principal constituida por 1’s e
restantes entradas nulas. Por exemplo,

Algebra Matricial

S = O

-
0] .
1_

1

I O
pe b0
0

@ Chamamos matriz nula de dimensao m X n, e representamos por
0,,xn, @ matriz m X n com entradas todas nulas. Por exemplo,

0 0 0
O23=19 o ol
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Algebra Matricial

A=B&<n=rn

Igualdade de Matrizes

Dadas matrizes A = [a;j| do tipo m x n e B = [by] do tipo m’ x n’, temos:

\Clij — bl'j,\VIl — 1, ey My ] =

Por exemplo, dados x, y, z € R temos:

|«

1
3y+1

2x
Z

|-

3x—2 2
5z 0

(1 =3x—-2
2x =2
3yv+1=275z
z=0

e acabamos de resolver uma equa¢ao matricial...

|
[

N e =

Il

S
W=
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Voltemos ao exemplo da rede de lojas constituida por 3 lojas L,
L,, L3, cada uma vendendo 10 produtos diferentes Py, ..., P19, cujos
valores das vendas em cada més i € representado pela matriz:

L

l
Vo1

comi=1,---,12.

i
l
Voo

i i i
Vo1 V102 Vios

i —

l
Vo3
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Exemplo de motiva¢ao para a aritmética matricial

Consideremos entao os primeiros dois meses do ano, cujos
resultados das vendas sdo representados respectivamente por

Vo1 Voo Vo3 Va1 Voo Vo3
A1 = c A2 =
1 1 1 2 2 2
' Vio1 Vio2  Vio 3] Vo1 Vio2 Vio 3]

!

1

1

2

2

2

Se pretendermos determinar, por exemplo, o valor total das vendas
do produto P; na loja L; nos dois primeiros meses do ano basta somar

1 >
Vi1 T V11

e podemos fazer o mesmo para cada loja e cada produto.
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Desta forma, podemos considerar uma nova matriz:

1 2 1 2 1 2
v%l + V%1 v%z + V%2 v%_o, + v%3
Vh1 T V3 Vyy T Vi V)3 T Vi3

1 2 1 2 1 2
Vio1 T Vo1 Yio2 T Vio2 VYio3 T Vio 3l

que representa a soma da matriz A; pela matriz A, e se denota por
Al + As.
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Imaginemos agora que os valores de venda descritos pelas
matrizes A; incluem IVA e que o IVA a considerar é 23% para todos os
produtos.

Para sabermos o total de IVA a pagar por cada venda no 1-€simo
meés do ano, basta multiplicar cada entrada da matriz A; por 0, 23.
Obtemos assim uma nova matriz que se representa por 0, 23A; e esta
definida por:

Algebra Matricial

C0,23vi,  0,23vi,  0,23v,"
0,23v4,  0,23v, 0,23
O, 23Al _ | 21 | 22 | 23

10,23v,, 0,23v,, 0,23},
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Dadas duas matrizes A = [a;;] ¢ B = |b;] do mesmo tipo m X n,
Algebra Matricial define-se a soma de A e B como sendo a matriz do tipo m X n

representada por A + B = |¢;;] e cuja entrada (i, j) é dada por

Cij = a,-j -+ bij-

Produto Escalar

Sejam agora A = |a;;] uma matriz do tipo m X n e o um nimero real.
Define-se o produto escalar de o por A como sendo a matriz do tipo
m X n representada por aA = |¢;;] e cuja entrada (i, j) é dada por

C,‘j = oza,-j.

v

No caso em que o = —1, representamos (—1)A simplesmente por —A,
sendo esta ultima matriz o elemento simétrico de A para a operacao de
soma de matrizes.
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Dadas duas matrizes A = [a;;] ¢ B = [b;] do mesmo tipo m X n,
define-se a subtracio de A e B como sendo a matriz A + (—1)B, isto é, a
matriz do tipo m X n representada por A — B = [c;;] e cuja entrada (i, ) é
dada por

Cij = djj — bij-
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Algebra Matricial o Comutatividade

A+B=B+A

@ Associatividade
A+(B+C)=(A+B)+C
e Existéncia de elemento neutro
A+ Opxn =A

o Existéncia de simétrico
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Propriedades do produto escalar

@ Distributividade I

a(B+ C) =aB+ aC
@ Distributividade II

(a4 B)C =aC + pC

@ Associatividade

a(BC) = (ap)C




Exemplo de motiva¢cao para o produto matricial
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e [ i certo produto. Actualmente, a empresa A detém 20% do mercado, a B
Algebra Matricial detém 60% e a C detém 20%. No decorrer do préximo ano, prevé-se que

as seguintes alteragdes vao ocorrer:

@ A vai manter 85% dos seus clientes, vai perder 5% para a empresa
B e 10% para a empresa C;

@ B vai manter 55% dos seus clientes, vai perder 10% para a empresa
A e 35% para a empresa C;

e C vai manter 85% dos seus clientes, vai perder 10% para a empresa
A e 5% para a empresa B;

E facil de concluir que, por exemplo, a percentagem de mercado que a
empresa A ird deter no proximo ano € entao obtida através do calculo:

0,85%x0.2+0,10 x0,6+0,10 x 0,2 = 0, 25,

portanto 25%!




Motivacado para a operagao de produto entre

matrizes
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Algebra Matricial _O, 85 O, 10 O, 10_ _O, 2_
T= 10,05 0,55 0,05| es= |0,6{.
0,10 0,35 0,35 10,2

A matriz 7' € chamada a matriz de transi¢ao e s o valor de cota de mercado incial.
A cota de mercado para a empresa A € entdo obtida por “multiplicacdo"da
primeira linha de 7 com a coluna da matriz s. Podemos também repetir este
calculo para cada uma das linhas de T e o resultado sera entdao uma matriz coluna

0,25
0,35
0,40

obtida pelo chamado produto da matriz T pela matriz s e denotado por Ts, que
nos da as cotas de mercado apds um ano.

Qual serd a interpretacdo do produto 7' (7s)?
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Produto Matricial

Sejam A uma matriz m X r € B uma matriz r X n (isto €, o niumero de
colunas de A coincide com o numero de linhas de B). Nestas condicoes,
pode definir-se o produto de A = [a;] por B = [by;], dado por uma matriz
m X n, denotada por AB = |c;;], com entrada (i, j) definida por:

blj
i=lan - @l || =
i-ésima linha de A _b 1j_
N——

j-ésima coluna de B

r
= anby; + apby + ... + apby = E aikby;.
k=1
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@ |3 4 lccl d] = |3a+4c 3b+4d
| | | a+ ¢ b + d_
10 2 1 2 3 4
o 3 4 5] 5 6 7 8| =
- _9 10 11 12_

_[1><1+0><5+2><9

1 x34+0xT7+2x11
3x3+4xT+5x11

C12

C11
21 C22

I x24+40x6+2x10 cy3
3X14+4x545x9 3x24+4Xx6+5%x10 cp3

1 x44+0x8+2x12
3x44+4x8+5x%x12

C14
C24

|

y




Produto Matricial
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@ o produto AB esteja bem definido mas o produto BA ndo o esteja;

@ os produtos AB e BA estejam bem definidos mas tenham dimensoes
diferentes;

@ os produtos AB e BA estejam bem definidos, tenham dimensoes
iguais, mas ainda assim se verifique AB #* BA;

@ AB = 0 nao implica necessariamente que alguma das matrizes A ou
B seja nula;

@ AB = AC e A # 0 ndo implica necessariamente B = C.

Defini¢ao

Dadas matrizes A e B tais que ambos produtos AB e BA estejam bem
definidos, dizem-se permutaveis se AB = BA.




Propriedades
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Propriedades do Produto Matricial

Dadas matrizes A, B, C, a € R, m,n € N, usando a mesma notacao 0
para designar qualquer matriz nula, e supondo que todas as operacoes
estdo bem definidas, pode mostrar-se a validade das seguintes
propriedades:

@ Associatividade A(BC) = (AB)C
o Existéncia de elemento neutro A/, = LA = A

Algebra Matricial

o Existéncia de elemento absorvente AO = 0e 0A =0

@ Distributividade do produto em relacao a soma (a esquerda)
A(B+ C) =AB + AC

@ Distributividade do produto em relacao a soma (a direita)
(B+ C)A=BA+ CA

@ Relacao entre o produto de matrizes e o produto escalar
a(BC) = (aB)C = B(aC)




Poténciacao
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Algebra Matricial Dada uma matriz A quadradan X ne p € Ny, definem-se as poténcias de
A recursivamente:
0 _
A =1,
_ 1
AP = AAPT,

isto é, parap € N, A? = AA - - - A (produto de p-cOpias de A).

Propriedades das poténcias de uma matriz

o AmA" = AmtT




Transposicao

oy Seja A = [a;;] uma matriz m X n. A transposta de A € a matriz n X m,
Linear denotada por AT, que resulta da troca entre as linhas e as colunas de A,
Ana Rita Martins

ou seja, a entrada (i,j) de A’ é dada por

Algebra Matricial

AT]y = ai

Propriedades da transposta de uma matriz

Defini¢ao
Uma matriz quadrada A diz-se:
@ simétricase Al = A;

@ anti-simétrica se AT = —A.
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Algebra Matricial tr(A), a soma das entradas da diagonal principal de A, ou seja,
n
tr(A) = E ajj = ay] +axp + ... + ayy.
i=1

Propriedades do traco de uma matriz

o tr(A+B) =

o tr(aA) =
o 1r(Al) =
o tr(AB) =

tr(A) + tr(B);
atr(A);

tr(A);
tr(BA).




Invertibilidade
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admite inverso, 1sto é:
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1 1
\vd R\O ag— = —a=1
ac \{}aa aa :

sendo % o inverso de a, também denotado por a !

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel se existir uma
matriz do mesmo tipo B tal que

AB=BA =1,

chamando-se a B uma inversa de A.




SN [nvertibilidade

Matemética I - 12
Parte: Algebra
Linear
Ana Rita Martins

Algebra Matricial
De facto, existindo inversa de uma matriz, ela € Unica:

AB = BA =1,

B gy T B=Bh= B(AB') = (BA)B' =I,B' = B/,

pelo que se representa a inversa de uma matriz A por A~ L.
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A operacao de inversdao de uma matriz € compativel com a aritmética
B matricial, no seguinte sentido:

Propriedades da inversao matricial

Sejam A e B duas matrizes invertiveis e consideremos p € N e
a € R\{0}:

@ a matriz AB também ¢é invertivel e tem-se (AB)~! = B~!1A~!;

e A~! ¢ invertivel, com inversa dada por (A~!)~! = A;
e A? éinvertivel e (AP)~! = (A~1)?;
o aA éinvertivel e (@A)~ ! = a7 1A™1;

o AT éinvertivel e (A7)~ = (A~1)T,




Poténcias de Expoente Inteiro
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Algebra Matricial A —p — (A —1 )p .

Propriedades

Dada uma matriz invertivel A e numeros inteiros p, g, valem as
1gualdades:
@ AMAM = AMtN
No entanto, ndo sendo o produto de matrizes comutativo, tem-se em
geral que
APBP = (AB)P )
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Sistemas de
Equagdes Lineares

Sistemas de Equacoes Lineares

A maior parte dos modelos matematicos usados por economistas
envolvem sistemas de varias equacoes. No caso das equacoes serem line-
ares, o estudo de tais sistemas pertence ao dominio da Algebra Linear.

Mesmo que as equacoes nao sejam lineares, interessa analisar, por
exemplo, como se comporta a solucdo dos sistemas em resposta a varia-
coes (lineares) nas varidveis exdgenas ou parametros.

Vamos, desta forma, aprender a representar os sistemas de equa-
coes lineares de forma simples e resolvé-los através de um algoritmo
chamado o Método de Eliminacao de Gauss.



SIS0 Equacoes Lineares
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Ana Rita Martins Qualquer recta no plano xy pode descrever-se algebricamente através de
uma equacao da forma a;x + a,y = b, onde a;, a, b sao numeros reais
Sistemas de fixos e ay, a, nao sdao simultaneamente nulos.
Equacdes Lineares
a_l x+a_2 y=b

-10 -5 - 5 10




Matematica I - 12
Parte: Algebra
Linear

Ana Rita Martins
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Equacgdes Lineares

As rectas sao tipicamente usadas pelos economistas para descrever rela-
cOes entre duas variaveis.

Por exemplo, dada uma recta de equagao y = mx + b:
@ se m > 0 significa que as variaveis x € y estdo em relacdo directa;

@ se m < 0 significa que as variaveis x € y estao em relacdo inversa.

y=mx+b (m>0) y=mx+b(m<0)
20 -

10

10

-10 -5 - 5 10 —10 -5
—10 -
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Sistemas de
Equagdes Lineares

Equacgdes Lineares

Mais geralmente, chama-se equagado linear nas n variaveis xi, ..., X,
a uma equacgao da forma

ax; + ...+ aux, = b, (2.1)

onde ay, ..., a,, b sio nameros reais fixos e ay, ..., a, nao sao simultanea-
mente nulos.
As variaveis xi, ..., X, também se designam por incognitas.

y

Uma soluc¢ao particular de (2.1) € uma sequéncia de n nimeros
reais (s1, ..., S,) tal que a;sy + ... + a,s, = b.

O conjunto de todas as solugdes particulares diz-se o conjunto so-
lucao ou a solucao geral de (2.1).
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de equacgdes lineares nas n variaveis x, ..., X,.
Sistemas de Qualquer SEL com m equacoes e n incognitas (SEL m X n) pode

Equagdes Lineares

escrever-se na forma

( anxy + apx, + -+ 4+ apx, = b
a1xy + apx; + - 4+ awx, = b

< , (2.2)
L Am1X1 + amx2 + 0+ QupXy = bm

onde 0s a’s e b’s sdo ndmeros reais fixos € 0s a’s ndo sdo simultaneamente
nulos.

Uma soluc¢ao particular do SEL (2.2) € uma sequéncia de n nime-
ros reais (sy, ..., s, ) que é solucdo particular de cada uma das m equagdes
do SEL. O conjunto de todas as solu¢des particulares de (2.2) diz-se o
conjunto solucao ou a solucao geral do SEL.




Matematica I - 12
Parte: Algebra
Linear

Ana Rita Martins

Sistemas de
Equagdes Lineares

Sistemas de Equacoes Lineares

Se by = b, = ... = b,, =0, o SEL diz-se homogéneo.
O SEL diz-se possivel se o conjunto solucao for nao vazio; caso
contrario, dir-se-4 impossivel.

No caso de um SEL possivel, diz-se ainda que o SEL é:

@ possivel e determinado se o conjunto solucao for constituido por
um unico elemento;

@ possivel e indeterminado se o conjunto soluc¢ao tiver mais que um
elemento™. )

*De facto, pode provar-se que o conjunto solu¢ao de um SEL possivel e indeter-
minado admite sempre uma infinidade de elementos.

Proposi¢ao

Os SEL’s homogéneos sao sempre possiveis!




Matematica I - 12
Parte: Algebra
Linear

Ana Rita Martins

Sistemas de
Equagdes Lineares

Significado geométrico do conjunto solug¢ao de um

SEL: Exemplo

O conjunto solucdao de um SEL do tipo

ax + by = c

dx +ey=f
corresponde aos pontos de interse¢ao das rectas de equacoes dadas pelas equagdes
do SEL.

@ O SEL sera possivel e determinado sse as rectas se intersectarem
num so ponto:

@ O SEL sera possivel e indeterminado sse as rectas coincidirem:

@ o SEL serd impossivel sse as rectas nao se intersectarem (isto €, sao
paralelas sem pontos comuns).

Y T
~
e
P
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a resolucao de sistemas de equacoes lineares (SELs) e tem por base a
utilizacdo das chamadas operacoes elementares sobre as equacoes de
um SEL.

Operagoes Elementares

(OE1) Multiplicagao de uma equagao do SEL por um nimero real
nao nulo;

(OE2) Troca da ordem de duas equagdes do SEL;

(OE3) Soma de uma equagao do SEL com um multiplo de outra
equacao do SEL.

Método de
Eliminagao de
Gauss

y

Repare-se que qualquer uma das operacdes elementares transforma um
SEL num outro equivalente, isto €, com o mesmo conjunto solucao.
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Método de
Eliminagao de
Gauss

Sistemas Lineares na forma matricial

Para “implementar"o MEG com vista a resolu¢do de um SEL, €
conveniente comegar por escrever o SEL na forma matricial.

Cada SEL da forma
( anx, + apx, + - + apx, = b
anx, + apxy, + -+ 4+ awx, = by
{ . (3.1)
L Am1X1] + amx2 + 0+ AueXy = by

pode ser escrito matricialmente da seguinte maneira:

al dapp ... Ay X b1
ani ann cee ary X2 b2
(ml A2 oo Gup | X | | D |
™~ ~~ d S~~~ ~——

matriz dos coeficientes do SEL.  coluna das incégintas coluna dos termos independentes
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Chama-se matriz ampliada do SEL a matriz:

Meétodo de

Eliminagao de B -
Gauss Cl11 a12 aln bl
a axn ... ay | b
(3.2)
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B As operacoes elementares podem ser aplicadas diretamente sobre
as equacoes de um SEL, sobre as linhas da respectiva matriz ampliada
ou, mais geralmente, sobre as linhas de qualquer matriz.

ity gl Mais precisamente, dada uma matriz A com linhas L;, i = 1, ..., m,
Eliminagao de . . ~
Gauss podemos considerar as seguintes operacoes elementares sobre A:

Operacoes elementares sobre matrizes

(OE1) Multiplicacao da linha L; por um nimero real o #= 0
(indica-se escrevendo «L;);

(OE2) Troca da ordem da linha L; com a linha L; (indica-se
escrevendo L; < L);

(OE3) Substitui¢ao de uma linha L; por L; 4+ BL;, para qualquer
5 € R (indica-se escrevendo L; + [5L)).
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Algoritmo MEG: Consiste em aplicar sucessivamente operagoes ele-
mentares a matriz aumentada do SEL até obter uma matriz em escada

de linhas, i.e., uma matriz que satisfaz as seguintes propriedades:
Meétodo de

Eliminagéio de @ todas as linhas nulas estdao agrupadas na base da matriz;

Gauss

@ para quaisquer duas linhas consecutivas nao nulas, a primeira
entrada nao nula da linha inferior esta situada numa coluna mais a
direita que a coluna correspondente a primeira entrada ndo nula da
linha superior.

A este processo de transformar uma matriz dada numa matriz em escada
de linhas também se chama o processo de condensa¢do da matriz.



Matrizes em escada de linhas
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Exemplos de matrizes em escada de linhas

/ 1 0 0] [0 1 o] [t 1 o] [t 1 1 O]
Eliminagio d I, VneN), [0 1 0f,[0 0 1|,[0 O 1[,]{0 O 1 2
. 0o 0 0f ([0 0 0] [0 0 O] [0 O O O]
Exemplos de matrizes que nao estao em escada de linhas
0 0 0] [0 1 o] [t 1 o] [t 0 1 O]
o 1 0,0 1 0,0 O 1],[(0 O O 2
o 0 1} 10 0 1) (0 1T Of (0O T 0 0O




MEG- Algoritmo:

Matematica I - 12

Parie: Algebra (1) Escrever a matriz aumentada do SEL;
Ana Rita Martins (2) Localizar a coluna mais a esquerda que ndo tenha todas as entradas
nulas;

(3) Se necessario, trocar linhas de forma a que a entrada da primeira
Método de linha correspondente a coluna mencionada na alinea anterior seja

Eliminagao de

Gauss diferente de zero.

(4) Somar multiplos apropriados da primeira linha as restantes linhas de
forma a que todas as entradas debaixo da entrada nao nula se
anulem.

(5) Fixar a primeira linha e repetir o procedimento para a submatriz que
resta.

(6) O MEG termina quando obtivermos uma matriz em escada de
linhas.

A matriz em escada de linhas obtida pelo MEG corresponde a um SEL
equivalente ao inicial e permite calcular de modo simples a solugao pre-
tendida.



7o CATOLICA

HISBON

Matemtica I - 1% Vamos aplicar o MEG ao seguinte SEL:
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Ana Rita Martins X —I— 2y _|_ 3Z — 1
X  + z = 1
3x + 2y + z =0
o 1 2 3|1 1 2 3|1 | i
Gauss 1 O 1 1 Lry—L, 0 _2 _2 O L3—2L,
32 10| """ o -4 —8|-3
1 2 3|1 ]
0O -2 210
0 0 —4]-3 ]
O SEL 1nicial €, portanto, equivalente ao SEL:
( 1
x + 2y + 3z = 1 X =7z
— 2y — 2z = 0 &y= _T3
— 4z = =3 ;=3
\ 4
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€ conveniente introduzir os conceitos seguintes:

Meétodo de

Eliminacédo de Deﬁnlg 40

Gaus:s c o 0 ~ °
@ Chama-se pivot ao primeiro elemento nio nulo de cada linha de
uma matriz em escada de linhas.

@ As variaveis livres sdo as incognitas que correspondem as colunas
da matriz em escada de linhas obtida apos aplicagcao do MEG que
nao contenham os pivots, chamando-se as restantes variaveis de
variaveis nao livres.

O numero de variaveis livres de um SEL também se costuma
designar o numero de graus de liberdade do SEL.




Discussao de SEIL’s na forma matricial: cason = m
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equagoes quanto incognitas e, apos a condensagao da matriz ampliada do

SEL, um dos casos pode acontecer:

, @ SEL possivel e determinado;
Meétodo de

Eliminagao de

Gavss @ SEL possivel e indeterminado;

@ SEL impossivel.

1) Existem tantos pivots quanto o nimero de incognitas = SEL
possivel e determinado

X X Xx|x
0O x x|x
0O 0 x|«x




Discussao de SEIL’s na forma matricial: cason = m
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2) Pelo menos uma das linhas da matriz ampliada € nula e todas as

Ana Rita Martins
linhas nao nulas (da matriz ampliada) correspondem a linhas nao
nulas da matriz dos coeficientes.
Meétodo de
Eliminacédo de \U/
Gauss
Pelo menos uma das equagdes é universal (0 = 0)

SEL possivel e indeterminado, com tantos graus de liberdade
quantas as linhas nulas

Cx x x| x|
0O x x| x
_OOO O_




Discussao de SEIL’s na forma matricial: cason = m

Matemética I - 12
Parte: Algebra
Linear
Ana Rita Martins

3) existe pelo menos uma linha cujo pivot se encontra na coluna dos
termos independentes

Meétodo de :H:

Eliminagao de
Gauss

pelo menos uma das equagdes € impossivel (0 = 1)

4
SEL impossivel
X x x| x|
0 x x|x
0 0 0] x




Discussao de SEIL’s na forma matricial: cason > m
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e Neste caso, sendo o n° de incégnitas superior ao de equacdes existird, pelo menos,
Ana Rita Martins uma varidvel livre. Desta forma, o SEL nunca podera ser possivel e determinado,

ocorrendo um dos seguintes casos:

@ Existe, pelo menos, uma linha nula na matriz dos coeficientes do
Método de

Bl de SEL a qual corresponde uma linha ndo nula na matriz ampliada do
G sistema, isto é, o SEL é impossivel

X x x x| x|
0O x x x|x
_0 O 0 O x|

@ Caso contrario, o SEL sera possivel e indeterminado,

X X X x|x X X X X |x
0O x x x|x oul 0 x x x| x
_OOxxx_ _OOOOO_
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Método de
Eliminacédo de
Gauss

Discussao de SEIL’s na forma matricial: cason < m

Neste caso, existem mais equagoes que incognitas e, apos condensagao, a
nova matriz dos coeficientes terd todas as linhas nulas abaixo da m-ésima
linha. Dois casos podem entdo acontecer:

@ Existe, pelo menos, uma linha nula da nova matriz dos coeficientes
(abaixo da m-€sima) a qual corresponde uma linha ndo nula na
nova matriz ampliada do sistema

4
SEL impossivel
Cx ox x| x
0O x x|x
0O 0 x|x
] 0O 0 O |«x ]
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@ Todas as linhas da nova matriz ampliada que estdo abaixo da
m-€sima linha sao nulas

Método de
Eliminagao de
Gauss

4
o SEL € equivalente a um SEL com #n linhas e n incégnitas
X x x| x| - -
X X Xx|Xx
0 x x|x
S 10 x x|x
0 0 x|x 0 0 x|x
0 0 0|0 - :




BN Mctodo de Eliminacdo de Gauss-Jordan (MEGJ)

M;‘;jj:fgjg;rf O algoritmo de inversdao de matrizes tem por base uma extensao do MEG
Linear denominado:
Ana Rita Martins

M¢étodo de Eliminagao de Gauss-Jordan (MEGJ)

/ que consiste na aplicacao sucessiva de operacoes elementares a uma ma-
Bliminagao d triz de forma a transforma-la numa matriz em escada de linhas reduzida,
. 1.e., numa matriz em escada de linhas que satisfaz as seguintes proprie-

dades adicionais:

@ Todos os pivots sdo iguais a 1;

@ Todas as colunas com pivots tém as restantes entradas nulas.

Exemplos de matrizes em escada de linha reduzidas

TR
L(vneN), [0 1 0 3|, [~ o 0 o,
O 0 L0 00 000 1




Inversao de matrizes
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Linear

Ana Rita Martins matrlz B — [bl_]] de Ordem n’? tal que

AB=1e¢eBA =1.

Método de Por definicdo de produto matricial, significa, em particular, que o produto
Eliminagao de . e ;e U
Gauss de A pela j-€sima coluna de B serd igual a j-€sima coluna de I,;:
by; 0
A- | by I/,VYj=1,---.,n

i

0

Desta forma, determinar B corresponde a resolver n SEL’s, todos com a
mesma matriz dos coeficientes A, o que pode ser feito da seguinte ma-

neira:
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Seja A uma matriz n X n.
(1) Considere a matriz [A|l,]

Algoritmo de (2) Aplique o MEGI até transformar a matriz |A|l,| numa matriz da

inversao de

matrizes fOI'ma [I n ‘B ]

Entdo ter-se-4 B = A~!. Se ndo for possivel obter-se uma matriz da
forma [/,|B], entdo A ndo serd invertivel.



Aplicacao: SEL com matriz dos coeficientes

quadrada
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Um SEL com o mesmo numero de equagdes e incognitas sera possivel e
determinado se, € somente se, a matriz dos coeficientes for invertivel.

Mais precisamente, dado um SEL escrito matricialmente na forma

Algoritmo de AX — B )

inversao de
matrizes

onde A € uma matriz quadrada n X n e B uma matriz colunan x 1, o SEL
serd possivel e determinado se, e somente se, a matriz A for invertivel e,
nesse caso a solucdo € dada por

X=A"'B.

Desta forma, interessa muitas vezes determinar a invertibilidade ou nao
de uma matriz, sem ter de calcular a sua inversa.



Determinantes
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Para responder ao problema de invertibilidade, temos entdao o cha-
mado determinante de uma matriz quadrada A que € um escalar asso-
ciado a matriz, denotado por detA, ou por |A|, e que satisfaz a seguinte
propriedade:

Algoritmo de A é invertivel < detA £ 0.

inversao de
matrizes

Existem varias maneiras de definir o conceito de determinante de
uma matriz n X n. A defini¢do que vamos dar segue o chamado Teorema
de Laplace e permite definir o determinante de forma recursiva, ou seja,
definimos o determinante de uma matriz n X n a partir de determinantes
de submatrizes (n — 1) x (n — 1) da matriz inicial.
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Para n = 1, 1sto €, para matrizes com uma unica entrada a;, o determi-
nante € a propria entrada a:

\Cln\ = daq.
Algoritmo de
inversao de . P . all a12
matrizes Para n = 2, isto €, para matrizes da forma A = g, |0 tET-SE
21 22

ayl  ann
detA = = d11d>» — aA2141>.
azy A4
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Algoritmo de
inversao de
matrizes

Para definir o determinante de matrizes de ordem superior necessitamos
de introduzir a seguinte notacao:

Seja A uma matriz n X n, onde n > 2. Chama-se cofactor da entrada

(i,) ao ndimero real o
Cj = (—1)det(A),

onde A;; é amatriz (n — 1) X (n — 1) que se obtém da matriz A
removendo a linha i e a coluna ;.

Chama-se matriz dos cofactores de A, e denota-se por Cof (A) a matriz
n x n cuja entrada (i, ) é dada pelo cofactor da entrada (i, j).

Chama-se ainda matriz adjunta de A e denota-se por adj(A), a matriz
transposta de Cof (A):

adj(A) = Cof (A)".
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Seja ) )
1 2 3
A=14 5 6
7 8 9
. Entao, por exemplo:
iversio de
matrizes _1 2 3_
T P
78 9],
(1 2 3
P
A P )
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Formula de Laplace

Seja A = [a;;] uma matriz n x n, onde n > 2. Definimos o determinante
de A através da seguinte formula:

Ana Rita Martins

det(A) = Zajijk — CZJ']le —I—ajojz—l—...—i—aanjn, \V/] = 1, AP (5 (41)

Algoritmo de k—1
inversdo de _
matrizes

onde Cj denota o cofactor da entrada (j, k).

A equagdo (4.1) chama-se formula de Laplace com expanséo na linha j,
j=1,...,n.

Também se pode considerar a formula correspondente a expansoes em
colunas.
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Algoritmo de
inversao de
matrizes

N B~ = <N B~

AN

oo

oo U o 00

O O\ W

O ON W O O\ W

= (—-1)'*"1 ‘

= (—1)1“4‘

= (—1)1”2‘

oo

~

O W

(OS]

s

| 4+ (_1)2—|—36 ‘7

| + (=1)*T6 ‘4




SN Matrizes 3 x 3: Regra de Sarrus

Matemética I - 1% No caso especial das matrizes 3 x 3, podemos usar a seguinte “mnemo-
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Linear nica'para calcular o determinante:
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aip djp Az
az; dpp A3 =
az; dizp dszjz

= (a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32)—(a13a22a31+a11a23a32+a12a21a33)

Algoritmo de
inversao de

matrizes
4 + — = - -
- ’ e =,
., o . r g i r ", s
L 92 M3 941 92 M1 M2 M3
""\-\.‘ ":H""'-\. ,:“‘»\_ - T “h -""\-\.,\__ ~ o -
)1 @y ay3 an an ou @ ax 4
- ~ a H-MH-’]' e o a +“-.r I.-”""-n_ A, e
ail @33 "aiz ;ay ~asr 13{ a3) a3
s & Ty Tk s P ”

'!j—-“,ﬁ'ﬂ;j-":?::—“‘l
a 1y 1
i 113_ -'L\H_ 1'“-.
a1 a2 813
' ""
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Algoritmo de
inversao de
matrizes

Propriedades dos determinantes

Seja A uma matriz n X n e seja B a matriz n X n que se obtém a partir de
A por aplica¢cdo de uma operacdo elementar e. Entdo:

(a) se e = al;, temos que det(B) = adet(A);
(b) se e = L; <+ L;, temos que det(B) = — det(A);
(c) se e = L;+ alL;, temos que det(A) = det(B).

Propriedades dos determinantes
@ det(A) = det(AT);
1.
Q det(A™!) = (det(A)) b= EOL
© det(AB) = det(A) det(B);

Q det(aA) = o det(A).
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O determinante ndo “comuta"com a operagao de adi¢do, isto €, em geral:

Agorimo de det(A + B) # det(A) + det(B).
inversdo de

Com efeito, tomando, por exemplo, A = I, ¢ B = —A temos:

det(A + B) = det(A — A) = det(02x2) = 0 # 2 = det(A) + det(B).

y
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Seja A uma matriz quadrada admitindo alguma linha ou coluna
constituida por zeros, entdo det(4) = 0.
Proposicao
Algoritmo de

mersio de O determinante de qualquer matriz triangular € dado pelo produto dos
elementos da diagonal principal:

aip dapp Aln ail 0 0

0 ann aAon a1 dn 0
— d11a - Aun =
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Seja A uma matriz quadrada invertivel entao

Algoritmo de
inversao de
matrizes 1

A~ = madj(A).
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Regra de Cramer

Seja AX = Bum SEL n x n tal que det(A) # 0. Entdo o SEL tem
solu¢ao unica dada por:

Algoritmo de det (A 1 )_
maizes Y | |det(Ay)
det(A) : ’
der(a,),

onde A; € a matriz que se obtém substituindo a coluna j da matriz A pelas
entradas da matriz coluna B.

y




Espacos lineares
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tipo m X n duas operacoes algébricas: a soma e o produto por um esca-
lar, operacoes estas que verificam as seguintes propriedades:

(a) A+ B=B+A;

b) A+B)+C=A+ (B+C);
() A+ Opuxn = A;

(d) A+ (_A) = Opxcns

(e) a(A+ B) = aA + ab;

(f) (a+ B)A = aA + BA;

(2) a(BA) = (aB)A;

(h) 1A=A

onde A, B, C denotam matrizes m X ne o, 3 € R.

Espacos Lineares



Espacos lineares
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Propriedades andlogas sdo verificadas no espaco dos numeros reais
R ou até em qualquer espaco da forma R”, quando consideramos a soma
e produtos usuais (basta substituir as matrizes A, B, C por elementos dos
conjuntos descritos, respectivamente).
Espacos liineates De facto, estas propriedades ndo sdo intrinsecas aos conjuntos men-

cionados, mas conferem uma estrutura que destaca as propriedades das
operacoes definidas € ndo os objectos em si.



Espacos lineares
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Defini¢ao

Chama-se espaco linear ou vectorial a um conjunto V onde estdo
definidas duas operacdes algébricas:

Q@ +:VXV—=V;(uv) — u+v(soma)
@ R xV—V;(a,u) — au (produto escalar)

satisfazendo os seguintes axiomas:

Espacos Lineares

a) (Comutatividade da soma) Vu,v eV :u+v =v+ u;

b) (Associatividade da soma)
Vu,vyoweV:(u+v)+w=u+ (v+w);

c) (Existéncia de zero) dw € V(w :=0y) : Vu € V., 0y 4+ u = u;

d) (Existéncia de simétricos)
YVueV,awe V(w:= —v) : u+ (—u) = Oy;




Espacos lineares

Matematica I - 12
Parte: Algebra

Linear e) (Distributividade I) VaVu,v € V,a(u +v) = au + av;
B f) (Distributividade IT) Vo, 8 € RVYu € V, (o + B)u = au + Bu;

g) (Associatividade do produto escalar)

Vo, B € R,Vu € Va(Pu) = (af)u;
h) (Existéncia de identidade) Yu € V, lu = u.

Os elementos de V sao designados por vectores.

y

Teorema

Sejam V um espaco linear, u,v,w € V e a € R. Entao:

Espacos Lineares

Q Ou = 0;
O a0 =0;
Q@ (—1)u=—u;

Q au=0= (a=0Vu=0);
OQwtu=wt+tv=u=v.
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V = R™, para algum m € N.

E usual identificar os vectores v € R™ com as matrizes colunas
m X 1, |[v], cujas entradas sdo as entradas correspondentes do vector v.

1
Espacos Lineares i (17 2’ 3) N [V] — 2
3

v=(1,—-1,3,0) — [v] =




Produto Interno
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Linear E conhecida a no¢ao de produto interno euclideano entre dois vectores u
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e e v de R™, definido por:
u-v—= (ul’... ’un). (Vl,"' 7Vn) :u1v1_|_...unvn.

De facto, o produto interno entre dois vectores permite-nos determinar a
ortogonalidade entre vectores. Mais precisamente, dois vectores u e v de
R™ dizem-se ortogonais ou perpendiculares se u - v = 0.

Espacos Lineares
Vale a seguinte relacao entre produto interno e a algebra matricial: u - v
coincide com a Unica entrada da matriz

u]' [v] = [ul un] D= wve A+ Fugv) = u v




Combinagao linear
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Seja S = {vy, -+ ,v,} um conjunto finito de vectores de R".
Dizemos que v € R™ € combinacao linear dos vectores de S se
existirem n escalares Ay, --- , A\, € R tais que:

Espacos Lineares V = >\1v1 + - )\nvna

designado-se os escalares A\, - - - , A, os coeficientes da combinacao
linear.




Combinagao linear
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Linez ° o
Note-se que a condig¢io

Ana Rita Martins

V=MV + -+ Ay

corresponde a afirmar que (A, - - - , A,) é uma solucdo particular do SEL
o
Alt] =D
Espacos Lineares xn
- 4
Desta forma, um vector v serd combinagdo linear de {v{,--- ,v,}, se 0
SEL o
X1
Al:| =P
for possivel e, nesse caso, a qualquer solugdo particular (Ay,--- , A,;) do

SEL correspondem coeficientes A, - - - , A, daccombinacao linear.



Dependéncia e Independéncia linear
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Seja S = {vy,--- ,v,} um conjunto finito de vectores de R".
Dizemos que os vectores de S sao linearmente independentes se para
quaisquer escalares Aq,--- , A\, € R:

)\1v1—|—---)\nvn:O$)\1:---:)\n:O,

isto €, a unica combinag¢ao linear nula dos vectores de S é a combinagao
Espagos Lineares com coeficientes todos nulos.

Caso contrario, i1sto €, se existirem escalares nao todos nulos
AL, -+, Ay € Rtais que

)\lvl + )\nvn — 07

dizemos que os vectores de S sao linearmente dependentes.
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Espacos Lineares

Seja A a matriz cujas colunas sdo precisamente os vectores [vq], - - , [v,].
Note-se que a condi¢do

Avi+ -+ AV, =0= XA\ =---= )\, =0,

corresponde a afirmar que o SEL homogéneo

Al 0
Al | =
_)\l’l_ _O_
€ possivel e determinado!
v
Em particular, no caso em que m = n, a matriz A serda quadrada e,
portanto, {vy,--- ,v,} serd linearmente independente se, € somente, se

detA £ 0.
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Espacos Lineares

Proposi¢ao

Seja S = {vy,--- ,v,} um conjunto de vectores de R” (n > 2). Os
vectores de S serdao linearmente dependentes se € sO se pelo menos um
deles for combinagao linear dos restantes.

Corolario

| A\

Seja S = {vy,--- ,v,} um conjunto de vectores de R™. Se alguma das
condic¢Oes se verificar:

o di=1,---,n:v; =0;

e di,j=1,--- ,ni#j:vi=vj

entdao os vectores de S serdo linearmente dependentes.

Proposi¢ao

Qualquer subconjunto nao vazio (e de elementos distintos) de um
conjunto de vectores linearmente independente continua a ser
linearmente independente.

A
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Espacos Lineares

Teorema

Seja S = {vy,--- ,v,} um conjunto de vectores de R” . Os vectores do
conjunto § serdao linearmente independentes se e sO se qualquer
combinacao linear dos vectores de S admitir coeficientes univocamente
determinados, 1sto é:

\v/)\laala° e 7)\n705n7

AV + Ay =0vi+ B => A=y, Vi=1,--- ,n.
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Espacos Lineares

Seja S = {vy,- - ,v,} um conjunto de vectores de R™. Os vectores de S
serdo linearmente independentes se, € somente se, para quaisquer i 7 j e
a, 8 € R\{0}, o conjunto de vectores

{vlv' L, Vi1, AV —i_ﬁvj?vi—l—l)' o 7vn}

for linearmente independente.




Conjunto de geradores
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Seja S um conjunto de vectores de R™. Dizemos que S € um conjunto de
geradores de R™ e escrevemos R” = (§) se qualquer vector de R se
puder escrever como combinagao linear dos vectores do conjunto S.

Espacos Lineares

No caso de S ser um conjunto finito S = {vy, - - - , v, }, podemos escrever
simplesmente R” = (vy,--- ,v,).




Base e dimensao
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Diz-se que um subconjunto {vy,--- ,v,} de vectores de R” é uma base
de R™ se:
@ {vi, - ,v,} € um conjunto de vectores linearmente independente;

@ R" = (vi, -+ ,m).

Cada espaco linear pode admitir infinitas bases distintas, mas prova-se
que todas elas t€ém que admitir exactamente 0 mesmo numero de
vectores € chama-se dimensao do espago linear ao numero de vectores
de qualquer base.

Espacos Lineares




Bases de R™
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e O espaco linear R tem dimensdo m e admite como base o conjunto
Ana Rita Martins {e1, -+ ,em}, onde e; é o vector de R” com todas as entradas nulas, ex-
cepto a da posicao i que € dada por 1, paracadai=1,--- ,m.

Dado um subconjunto S = {vy, ..., v,,} de m-vectores de R", S serd
um base de R™ se e s6 se S for um conjunto de vectores linearmente
independentes, 1sto €, se cada vector se escrever de maneira unica como
combinacao linear de elementos de S.

gz ILinsaes Desta forma, dado um subconjunto S = {vy,...,v,} de n-vectores
de R™, denotando por A a matriz cujas colunas sao dadas pelos vectores
vil, -, [va], trés situagdes podem ocorrer:

@ sen < m, S ndo podera ser base de R";

@ se n = m, S sera base de R sse for um conjunto linearmente
independente, isto €, se a matriz A for invertivel;

@ sen > m, S nao serd uma base, mas podera conter uma base.
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Para averiguar se, no ultimo caso apresentado, S contém, de facto,
uma base de R™, condensamos a transposta A’ da matriz A pelo MEG,
obtendo uma certa matriz R.

A matriz R terd a seguinte propriedade: todos os vectores linha nao
nulos de R, bem como os vectores linhas correspondentes da matriz A’
- formam um conjunto linearmente independente.

Desta forma, se R admitir » linhas nao nulas, entao as n linhas cor-
respondentes de A’ serdo uma base de R™.
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1 2 3 1 2 3
1 0 1| mEG R_ 0 2 2
2 1 2 |10 0 2
_2 2 4_ _O 0 O_
Espacos Lineares \l{
{(1,2,3),(1,0,1),(2,1,2)} e {(1,2,3),(0,2,2),(0,0,2)} sdo ambas
bases de R? )
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Valores e Vectores proprios de uma matriz

Vamos agora estudar o seguinte problema:

Dada uma matriz quadrada A de ordem n € um vector v € R”, podemos
fazer o produto Av. O resultado € uma matriz coluna cujas entradas for-
mam um vector w € R".

Podemos entao dizer que o vector v € transformado no vector w pela acao
da matriz A e tem sentido colocar a seguinte questao: sera que a direcdo
de v € mantida por acao da matriz A?

A resposta afirmativa corresponde precisamente a afirmar que w € um
multiplo escalar de v:

A e R : Ay = .
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Valores e vectores proprios de uma matriz quadrada

Pretendemos, assim, analisar o problema de dada uma matriz A determi-
nar as “dire¢des"de R"” que sao mantidas apos a acdo de A.

Seja A uma matriz quadrada n x n. Um vector ndo nulo x € R” diz-se
um vector proprio de A se existir A € R tal que

Ax = \x (6.1)

Nesse caso dizemos que A € um valor proprio de A associado ao vector
proprio x e x diz-se um vector préoprio de A associado ao valor proprio .
_{

Questao

Poderd um mesmo vector proprio estar associado a dois valores proprios
distintos de uma matriz?




BN Como encontrar todos os valores proprios de A?
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Pari: Algebra Se reescrevermos a equagdo (6.1) temos que
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Ax = < Ax =)\ x &
(A—=M,)x=0 (6.2)
Concluimos assim que para A ser um valor préprio de A, a equagao (6.2)
tem de ter solucoes ndo triviais, ou seja, a matriz A — Al,, tem de ser nao
invertivel, 1.e.
det(A — \I,,) =0 (6.3)
Nl A cquacdo (6.3) chama-se equacio caracteristica de A.

matriz

Os escalares A\ que satisfazem a equagao caracteristica de A sao os valores
proprios de A.

Note-se que p(A) = det(A — Al,) é um polinémio de grau n na variavel
A denominado o polindmio caracteristico de A.
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A equagao caracteristica da matriz

4 0 1
A=|-2 1 0
2 0 1

¢ dada por:

Valores e Vectores

pl'ét[)Fios de uma 4 — )\ O 1
2 1-) 0 =(4—A>‘

5 0 Y 0 1 —A —2 0

| | ‘—2 1—>\|
_I_ p—

= 1=\ =52+6=0)=(1-XN)(A—-2)(A-3)=0.
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Sejam Aj, - - - , A\, os valores proprios da matriz A. Chama-se
multiplicidade algébrica de )\;, e denotamos por m,(\;),i=1,--- ,r,
ao numero de vezes que o factor (A — )\;) aparece na factorizag¢do do
polinémio caracteristico p(A) = det(A — A).




Propriedades
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Ana Rita Martins Os valores proprios de uma matriz triangular sdo as entradas da diagonal
principal.

Teorema

Sejam A, - - - , A\, os valores proprios da matriz A, contando com as
multiplicidades.

@ O trago da matriz A € sempre dado pela soma dos seus valores
Valores e Vectores

proprios de uma pr 6prlos .
matriz l’r(A) — )\1 —|— . _|_ >\I’l

@ O determinante da matriz A € dado pelo produto dos seus valores
proprios:
Al =X -... - A

Em particular, A sera invertivel se, e somente se, nao admitir
valores proprios nulos.
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Exercicio

Sendo x um vector proprio da matriz A associado ao valor proprio A,
mostre que:

@ x continua a ser vector proprio da matriz A?, qualquer que seja o
inteiro p € Z e determine o valor proprio associado;

@ dados a; € R e p € Ny, x continua a ser valor proprio da matriz
a,AP + a, AP~ ...+ a1A + ayl e determine o valor préprio
associado.
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Teorema de Cayley-Hamilton

Toda a matriz quadrada A (de ordem n) satisfaz a sua equagao
caracteristica, 1sto €, se o polindmio caracteristico de A for dado por

p()\):an)\”+---+a1)\+ao

entao

a,A" + -+ a1A + apl,, = 0.




N Como encontrar os vectores proprios de A

2 LISBON : : DI
B associados a um determinado valor proprio A?
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Por defini¢do sabemos que x # 0 serd um vector proprio de A associado
ao valor proprio A sse for solu¢cao do SEL. homogéneo

(A—M)x=0.

Chama-se espaco proprio de A associado ao valor proprio A ao conjunto
de todos os vectores proprios associados a A:

Valores e Vectores
proprios de uma

matriz E()\) — {_x E Ri’l : (A — )\I)x p— O}
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Conclusao

Para determinar os valores proprios e vectores proprios de uma matriz A
seguimos o seguinte procedimento:

@ Resolver a equagao caracteristica det(A — M) = 0;
@ Assolugdes A, -, A\, (r < n) sdo os valores proprios de A;

Valores e Vectores © Paracadai=1,---,r, determinar o espaco proprio associado ao

proprios de uma

matriz Valor préprlo )\l
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

0 0 2 O]
1 0 1 0
A=19 1 2 o
00 0 1

Polinémio caracteristico de A: (1 — A\)(=A> —=2X2 + A +2)=0
Valores proprios de A: —2, —1 e 1
Vectores proprios de A:

E(1) = {(x,y,z,w) ER* : x = 27,y = 3z} = { :z,w € R} =

z,w € R}

—_o O O

2

3
={z|{| +W

0

3

- {(2,3,1,0),(0,0,0,1)} é um conjunto linearmente independente de
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

E(-1)={(x,y,z,w) ER* : x = =27,y = z,w = 0} =

—2z —,
Z 1
{ . . z€R}={z . .z € R}

. {(=2,1,1,0)} é um conjunto linearmente independente de E(—1)

E(-2) ={(x,»,z,w) ER* :x=—z,y=w =10} =

7] 1
0 0
. z€ R} =/{z ) :z € R}
0 0

(—1,0,1,0)} é um conjunto linearmente independente de E(—2)
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Exemplos

llustragdo
1 kK
Matriz 1 k k U kl []
0 &
0 1 0 k
Equacido A2 - 2A\+1= - 2y 2 _ o
Caracteristica (1-A)2=0 A= 2he+ ke = (A - k)= 0 A=k~ k) = 0
Valores
Proprios A =1 Ay o=k A=k, A, =k,
Multiplicidades
algébricas e n=2,m;=1 n=2,m; =2 na=m;=1,n,=m,=1
geométricas
vectores (1,0) (1,0) e (0,1) (1L0)e (0,1)

proprios




Diagonalizacdo de matrizes: motivagao
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Admitamos que trés empresas A, A, € A3 partilham o mercado de um
certo produto e denotemos por s; 0 vector coluna 3 x 1 cuja linha i
representa a cota de mercado da empresa A; num certo ano j.

Seja T a matriz de transi¢ao, isto €, a matriz quadrada de ordem 3 que
multiplicada por s; nos da as cotas de mercado no ano j + 1, isto é€:

Ana Rita Martins

TS]' — Sj41-

E facil de ver entdao que
L — T
s; = T”so,
Valores e Vectores

proprios de uma
matriz

pelo que se torna util simplificar o célculo da matriz 77, Vj € N.
Se a matriz T for diagonal, o cdlculo de qualquer poténcia de 7' torna-se
muito simples:

[mo0 0 Ay 0 0
=10 %) 0 0 1122 O
10 0 f33] 0 0 7y
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Diagonalizacdo de matrizes

Vemos assim com este exemplo que interessa considerar matrizes diago-
nais, mas nao sendo obviamente todas as matrizes diagonais, interessa
tentar ““ diagonaliza-las".

Um matriz A diz-se diagonalizavel se existir uma matriz invertivel S,
chamada matriz diagonalizante, tal que o produto S~'AS é uma matriz
diagonal.

Note-se que, para matrizes diagonalizaveis, tem-se:

A=SST'AS5"1 = A/ = S(ST'ASYS Vi e N
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Diagonalizacdo de matrizes

O problema de diagonalizacdo de matrizes esta intimamente relacionado
com o estudo dos valores e vectores proprios de matrizes. Com efeito,
temos o seguinte resultado:

Teorema

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, temos:

A € diagonalizavel

0

A tem n vectores proprios linearmente independentes

0

Existe uma base em R” formada por vectores proprios de A
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Diagonalizacdo de matrizes

Teorema

Sejam Ay, - - - , A, os valores proprios de uma matriz A e consideremos
um subconjunto linearmente independente B; do espaco proprio E(\;)
associado ao valor proprio A;.

Entao By U - - - U B, constitul ainda um conjunto linearmente
independente de R”.

Corolario

Qualquer matriz de ordem n que admita n valores proprios distintos €
diagonalizavel.
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Valores e Vectores
proprios de uma
matriz

Diagonalizacdo de matrizes

Corolario

Sejam Aq, - - - , A\, os valores proprios de uma matriz A diagonalizavel e
consideremos uma base B de R" constituida por vectores proprios.

Entdo, a matriz quadrada S de ordem n cujas colunas sao os vectores da
base B constitul uma matriz diagonalizante de A.

Mais precisamente, S~ 'AS é a matriz diagonal com diagonal constituida
pelos valores proprios de A distribuidos na ordem correspondente a
ordem dos vectores (proprios) da base B.
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4 0 1]
Consideremos amatrizA = |[—2 1 O0].
_—2 0 1_

@ equagcdo caracteristica de A: (1 — \)(6 — 5\ + \?) =0
@ valores proprios: 1, 2 e 3;
@ espacos proprios:

Valores e Vectores
proprios de uma

matriz E(l) — {k(O, 1,0) . k 6 R}

EQ2) = {k(~1,2,2) : k € R}
E(3) = {k(~1,1,1) : k € R}
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@ algumas matrizes diagonalizantes e matrizes diagonais associadas:

0 -1 -1 1 0 0
Si:=11 2 1|=8"A8, =0 2 0

0 2 1 0 0 3

—1 —1 0] 2 0 0

=12 1 1|=8"48%=[0 3 0

oo e 2 10 0 0 1
—1 —1 0] 3 0 O]

S;:=11 2 1|=8"AS=[|0 2 0

1 2 0 0 0 1




