Faculdade de Ciéncias Econémicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA T
Exame - versao A
Duragao: 180 minutos

Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos. Qualquer duvida ou questao
relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de prova para que possa ser tomada em consideracao
na correccao. Apresente todos os cdlculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas. Simplifique o
resultado final o maximo possivel. Nao é possivel desistir apds o inicio desta prova.

Separe em grupos de folhas diferentes as resolugoes
dos grupos I e Il das resolugoes dos grupos III, IV e V

GRUPO I (60 PONTOS)

a 2 4 1
Considere A = 0 286 0 |,b=| B | el amatriz identidade de ordem 3.
¥ o1 -3 2

1. [20 pontos| Para o« = = 1, determine os valores e vectores préprios da matriz A. Quais sdo os
valores e vectores préprios da matriz A?°?

2. [20 pontos] Para o = 1 e 3 = 0, resolva a equacdo matricial (A% + I)TX = |bbT + I|b, usando a
matriz adjunta.

3. [20 pontos| Discuta o sistema AX = b em fungao dos parametros « e f3.

GRUPO II (30 PONTOS)
1. [15 pontos| Determine a expressao simplificada do determinante da matriz quadrada C

1 —1 2 -2 3 -3 -een —-n

2 0 4 —4 6 —6 -e- 2n —2n

3 -3 0 —6 9 -9 -eo 3n —3n

4 —4 8 0 12 —12 -o- 4n —4n
c.—| 5 =5 10 -10 0  -15 - 51 —bn

6 —6 12 —12 18 0 ... 6n —6n

n—1 —n+1 2n—2 —2n+2 3n—-3 -3n+3 --- 0 —n?2+n
n —n 2n —2n 3n —3n - n? 0

e indique o sinal deste determinante para qualquer n.

2. [15 pontos] Seja a matriz A,x, tal que (I — A)~! existe e A*> =nA. Prove que:
a) A e I — A sao permutdveis b) Ae (I — A)~! sao permutdveis c)(I-A)t=I--"1A

GRUPO III (30 PONTOS)

Determine:

3 ) t 2
1. [10 pontos] pr T mare 9(a’)

1+ a2

x2+dx

2. [10 pontos] f'(1) se f(z) = (z* —x + 1)/ et dt
(2z)2+1
T - .2
3. [10 pontos] lim e.senfw) —w —
=0 224+ zIn(l —x)




GRUPO IV (40 PONTOS)

Considere as fungoes reais de varidvel real f(x) =2z + 1, g(x) = In(z + 1) e h(z) = €”.

1. [10 pontos| Determine o dominio da fungao n = (goh)/f.

2. [10 pontos] Prove, pela definigao, que hIT% (—f(x)) = —5.

3. [10 pontos| Determine as primeiras trés derivadas da fungdo m = h + f x g. Escreva a equagao da
recta tangente da funcao segunda derivada de m no ponto de abcissa 0.

4. [10 pontos| Represente e determine a area definida pelas seguintes condigoes:

1
y<hx)ANy>—<ANx>0ANz<1

/()

dx? Justifique.

—+00

Essa area é maior que / 3

16/9 (\/7)
GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opg¢oes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 8 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotacao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideracao a opgao apresentada.

1. Qual das seguintes afirmacgoes é VERDADEIRA?
(A) Sendo A e B matrizes de ordem n, tem-se que |A+ B| = |A| = |B| =0
(B) Se A é uma matriz invertivel, entao adj (A") = (adj(A)"

1 T
(C) = — (adj (A"

4 (o (41)
(D) A inversa da soma de matrizes é a soma das matrizes inversas, quando as operagoes estao definidas

C) Se A é uma matriz invertivel, entao (AT)_1

2. Sejam A e B duas matrizes quaisquer e O uma matriz nula.
Qual das seguintes afirmacoes é VERDADEIRA?

(A) Se o produto AA existe, entdo A ¢ uma matriz quadrada

(B) Se AB = O, entao BA =0

(C) Se A e B tém a mesma dimensao, entdo AB tem inversa

(D) A — AT ¢ simétrica

3. Considere as seguintes afirmagoes:

I. Se uma funcéo f é diferencidvel em R, entdo e/ é continua em R

II. Uma fungao par nunca é injectiva IIT. Uma funcao fmpar tem contradominio R

A lista completa das afirmacoes correctas é:
(A)Tell (B) I'e III (C) Il e III (D) Nenhuma das afirmagoes

4. Qual das seguintes afirmagoes ¢ VERDADFEIRA:

(A) |z = 1,Vz € R (B) (2)2 1,¥zeR (C) (

|z + 1]
z+1

lz]

)zO,VxE]R (D)( ):O,Vx>0

X

5. Seja f(z) = In(z*). Qual das seguintes afirmagoes é VERDADFEIRA:
(A) f'(e) =0 (B) fi(e) =1 (C) f'(e) =2 (D) file) =e



Faculdade de Ciéncias Econémicas e Empresariais — UCP
MATEMATICA T
Exame - versao A - Tépicos de resolugao
Duragao: 180 minutos

GRUPO I (60 PONTOS)

a 2 4 1
Considere A = 0 26 0 |,b=| B | el amatriz identidade de ordem 3.
N 2

4
1. [20 pontos| Para o« = § = 1, determine os valores e vectores préprios da matriz A. Quais sdo os
valores e vectores préprios da matriz A2°?

2. [20 pontos] Para o = 1 e 3 = 0, resolva a equacdo matricial (A% + I)TX = |bbT + I|b, usando a
matriz adjunta.

3. [20 pontos] Discuta o sistema AX = b em func¢ao dos parametros « e 3.

1.
1 2 4
A=10 2 0
51 -3

A= X=0&2-N)N+22-8)=0A=2VI=—4

Valores proprios de A: -4 e 2

or +2y+42 =0 r=—:z
[A+4I1X =0 <6y =0 S cy=0
r+y+2=0 0=0
Vector préprio associado ao valor proprio —4: (—%z, 0, z) =z (—%, 0, 1) ,Zz€R
—x+2y+42z=0 r =4z
[A=2[X=0&<¢0=0 Sqy=0
%x—l—y—E)Z:O 0=0

Vector préprio associado ao valor préprio 2: (42,0,z) = 2(4,0,1),z € R
Valores préprios de A20: 420 ¢ 220

Vectores préprios de A%
2(4,0,1), 2z € R associado ao valor préprio 22°
(—22,0,2) =2 (—3,0,1), z € R associado ao valor préprio 4%°.

12 4 1 2 0 0
A=|00 0|, b=]0 (A24+0NT=| 6 1 -3
01 -3 2 —8 0 10

10 00 1/2 0 0

(A2 D)7 ' =L | =36 20 6 | =| —9/5 1 3/10

8 0 2 2/5 0 1/10



bl +Ib=6x | 0| =] 0

1
g

3
(A2+DTX =" + I X =[(A2+ DT " +1b< X = | —36/5
18/5
3.
a 2 41 4 2 a|l 4 2 a
0 28 0 |8 | =0 0 28 0|3 |3Li+aLs—Ls | 0 203 0
%1 -3|2 -3 1 2|2 0 10 56+3a |11
4 2 « 1 4 « 2 |1
Ly=Lz | 0 10 58 +3a |11 | Ci—cs | O 534 3a 10 | 11
0 243 0 I3 0 0 26| B
Conclusao:

SPD: B#0Na # —2
SPI: 3 =0,Ya € R
SLa=—-33A3#0

GRUPO II (30 PONTOS)

1. [15 pontos| Determine a expressao simplificada do determinante da matriz C

1 -1 2
2 0 4
3 -3 0
4 -4 8
Coo.=| 5 =5 10
6 12

n -n 2n

-2
—4
—6
0
—10
—12

n—1 —n+1 2n—2 —-2n+2

—2n

—_
D oo w

—_
© o0 o

3n—3
3n

e indique o sinal deste determinante para qualquer n.

1 -1 2 —2
2 0 4 —4
3 -3 0 —6
4 4 8 0

Coxn|=| 5 =5 10 —10
6 12

—12

n -n 2n —2n

3n

n—1 —-n+1 2n—-2 -2n+2 3n—-3 —-3n+3

—3n

2n
3n
dn
on
6n

n
2n
3n
4n
5%0)
6n

—2n
—3n
—4n
—on
—6n

—n’+n

-n
—2n
—3n
—4n
—on
—6n

—n?+n




1 -1 2 -2 3 -3 n —-n
02 0 0 0 0 0 0
00 -6 0 0 0 0 0
00 0 8 0 0 0 0

=0 0 0 0 =15 0 0 0 | =1x2x(—=6)x8x(—15)x18x---x (—n?+n)xn?
00 0 0 0 18 0 0
00 0 0 0 0 - —n’+n 0
0O 0 0 0 0 0 - 0 n?

2. [15 pontos] Seja a matriz A,x, tal que (I — A)~! existe e A> =nA. Prove que:

a) A e I — A sao permutdveis b) Ae (I — A)~! sdo permutdveis o) I-A)1=I--LA4
a) A(l —A)=Al—-AA=1A-AA=(I-AA

b) Al -A) =T -A)T-AAT-A) =T -A)TTATI-AI-A)=(T-A)""A

¢) Vamos mostrar que a inversa de I — A é dada por I — ﬁA.

Para isso temos de mostrar que (I — A).(I — Ayt =1T= (I — A)~'.(I — A).
I-A).(I-A7T=I-A).(I--54)=T-1A-A+ L A2=]--LA-A+-LnA=1]

A outra igualdade é agora 6bvia.



GRUPO III (30 PONTOS)
Determine:

3 ) t 2
1. [10 pontos] Pt +aarcg(@’)

1+ a2t
z2+4z )
2. [10 pontos] f'(1) se f(z) = (z* —x + 1)/ e’ dt
(2z)2+1

e”.sen(r) —x — x?

3. [10 tos| li
110 pontos 20 22+ zln(l — x)
23 4 z.arctg(z?) x? r.arctg(z?) 1 423 1 x
= = —P—"" arctg(z?) =
1+ 2t 1+t Tro 1 Tra el T arel@)
1 1

=1 In(1+ 2*) + ZarctQQ(ﬁ) +C,CeR

I2+4Z 2 2 24 42)2 22)241)2
f(z) = (2z — 1)/ eldt + (22 — x4 1) |2z 4 4).e@ 12" _ gy (207D

(2z)%2+1

5
(1) = 1/ eCdt+1x[6x e —8x ¥ =0— 2% = —2¢%
5

1,‘ e”.sen(r) —x — x* . e.sen(x) + e".cos(x) — 1 — 2z . 2¢e".cos(x) — 2
1m — = =
=0 22+ xln(l —x) RC 20 20 +In(1 —z) — % RC.2—02 — = — ﬁ R.C.
— lim 2e”.cos(x) — 2e*.sen(x) _ _2'
R.C. =0 1 ___2 3

127 ~ (-



GRUPO IV (40 PONTOS)

Considere as fungoes reais de varidvel real f(x) =2z + 1, g(x) = In(z + 1) e h(z) = €”.
1. [10 pontos| Determine o dominio da fungao n = (goh)/f.
2. [10 pontos| Prove, pela defini¢ao, que lir% (—f(x)) = —5.

3. [10 pontos| Determine as primeiras trés derivadas da fungao m = h + f x g. Escreva a equagao da
recta tangente da funcao segunda derivada de m no ponto de abcissa 0.

4. [10 pontos] Represente e determine a area definida pelas seguintes condigoes:

1
y<hx)ANy>—<ANx>0ANz<1

~ fl2)

+oo
Essa area é maior que / zdx? Justifique.

16/9 (/)
1.

In(e® 4+ 1)
) =
1 1

Dn:{xER:ez—i-l>0/\2x—|—1#0}:{xER:x#—§}:R\{—§}
2.

Seja ¢ > 0 dado. Temos de descobrir € tal que se |z — 2| < ¢, entdo | — f(x) — (=5)] < 4, ie,
| —2x —1+5] <4, ie, | —2x+4| <0,ie., 2lx—2|<d,ie., |r—2] <§/2. Escolha-se, entdo ¢ = §/2.

3.

m(@) = h(z) + f(@) x g(z) = & + 20+ 1) In(@+1)  m/(z) = ¢ + 2In(z + 1) + 2;++11
mi(z) ="+ 2 i 17 @ i ERRA A f 12 (z f 1)3

o =0, yo = m”(0) = 4, Declive = m"’(0) = —3 Equacao da recta tangente: y = —3x + 4
4.

! 1 1 1
A:/ e’ — dr = |e" —-In|2z+1|| =e—-In3 -1
g 22+ 1 2 . 2

+oo 1 b 1 2 b
/ ———dr = lim ———dx = lim ] _3
16/9 (\/5) b——+400 16/9 (\/ﬁ) b—+o0

1 3
e—§ln3—1<e—§lne—1:e—§<1.3<§. Logo nao é maior.

2

16/9



GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 8 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideragao a opgao apresentada.

1. Qual das seguintes afirmacoes é VERDADEIRA?
(A) Sendo A e B matrizes de ordem n, tem-se que |A+ B| = |A| = |B| =0
(B) Se A ¢ uma matriz invertivel, entdao adj(AT) = (adj(A))T
1
= —(adj(AT))"
|Al
(D A inversa da soma de matrizes é a soma das matrizes inversas, quando as operagoes estao definidas
Solucao: B

(C) Se A é uma matriz invertivel, entdao (AT)™!

2. Sejam A e B duas matrizes quaisquer e O uma matriz nula.
Qual das seguintes afirmacgoes é VERDADEIRA?

(A) Se o produto AA existe, entdo A é uma matriz quadrada
(B) Se AB = O, entao BA = 0O

(C) Se A e B tém a mesma dimensao, entdao AB tem inversa
(D A — AT ¢ simétrica

Solugao: A

3. Considere as seguintes afirmagoes:
I. Se uma funcéo f é diferencidvel em R, entdo ef é continua em R
II. Uma fungao par nunca ¢ injectiva IIT. Uma funcao fimpar tem contradominio R

A lista completa das afirmagoes correctas é:

(A)Iell (B) IelIll (C) II e III (D) Todas as afirmagdes
Solucao: A

4. Qual das seguintes afirmacoes é VERDADFEIRA:
x

: / )’
(A) |z =1,VzeR (B) (=) =1L,VzeR (C)|—) =0,YzeR (D)
Solugao: D <5E> ( ’ ) (

|z + 1]
r+1

/
) =0,V >0

5. Seja f(z) = In(z”). Qual das seguintes afirmacgoes é VERDADFEIRA:
(A) f'(e) =0 (B) f(e) =1 (C) f'(e) =2 (D) f'(e) =e

Solugao: C



Catolica Lisbon School of Business and Economics — UCP
MATEMATICA I
Exame - versao A
Duragao: 180 minutos

Durante a prova nao serao prestados quaisquer tipo de esclarecimentos. Qualquer duvida ou questao
relativa ao enunciado devera ser escrita na folha de prova para que possa ser tomada em consideracao
na correccao. Apresente todos os cdlculos que tiver de efectuar. Justifique as respostas. Simplifique o
resultado final o méaximo possivel. Nao é possivel desistir apds o inicio desta prova. Escreva a versao
em cada folha de respostas.

Separe em grupos de folhas diferentes
as resolucoes do grupo I
das resolucoes dos grupos II e III
das resolucgoes dos grupos IV e V

GRUPO I (50 PONTOS)

Considere o sistema de equagoes a trés incognitas x, y e 2
ar +by+az=1
—x—by+z=>bb emqueabelR
r+by+az=1

1. [20 pontos| Para a = b = 1, determine os valores e vectores préprios da matriz dos coeficientes do
sistema, A. Quais sdo os valores e vectores préprios da matriz A — 2437

2. [20 pontos| Discuta o sistema em funcao de a e b.
3. [10 pontos|] Para a = 2 e b = —1, resolva o sistema usando a regra de Cramer.

GRUPO II (25 PONTOS)

1. [15 pontos] Sendo a,b € R™, determine a expressao simplificada do determinante da matriz quadrada

a+b a a

a a+b --- a
Cnxn: . . . .

a a - a+b

e indique, se possivel, o sinal deste determinante para qualquer n.

2. [10 pontos| Seja X,,x, uma matriz que verifica | X7X| #0e Q = I, — X (XTX) !XT, Mostre que
a matriz () é simétrica e idempotente.

GRUPO III (30 PONTOS)

Determine: |
1. |10 pontos| P—————
10p ] rv/1—5In3z
(I+1)z2+21+1
2. [10 pontos] (f o g)'(0) se f(z) = / (t* +t+1)dt e g(z) = [ In(t + e)dt
arctg(x)
2x.sen(x)

3. [10 tos| lim ————
110 pontos] 220 sen(mx?)



GRUPO IV (55 PONTOS)

Considere a fungao real de variavel real definida por:

[sen(axQ)]emfl sex >0

w(z) = pV—w—qrse —3<x <0 coma>0,8,v€R
—23 4+ 222 4+ 91 — 18
—22In(|z|) +91n(—2)

1. [15 pontos| Determine o dominio e os zeros da func¢ao w.

sex < —3

2. [15 pontos] Determine em que pontos é que w(z) é uma fungao continua.
3. Considere a« = 1,5 =3,v = —2.

a) [10 pontos| Determine o limite da fungao h(x) = w(x) — 22 no ponto de abcissa —1 e prove, usando
a definicao, que de facto este é o limite.

b) [15 pontos] Determine, pela definigao, a derivada da fungao w no ponto de abcissa —1. Determine
a equacao da recta normal de w no ponto de abcissa —1.

GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 8 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideracao a opgao apresentada.

1. Qual das seguintes afirmagoes é VERDADEIRA?

2. Qual das seguintes afirmagoes é VERDADFEIRA?
(A) Uma matriz idempotente tem sempre inversa

(B) Uma matriz pode ser igual a sua inversa

(C) Uma matriz simétrica nunca pode ser anti-simétrica
(D)

D) Uma matriz inversa nunca pode ser igual a matriz adjunta

3. Qual das seguintes fungoes é simultaneamente impar e injectiva?

(A) f(z) = 2".arctg(x) (B) f(z) =1+ In(2?) (C) f(z) = cos(2x) (D) f(x) =

x
14 22

4. Qual das seguintes afirmacoes é FALSA:
x? ' 2x
(A) (x|z]) = 2|z|,Vr € R (B) < ) = <1+x2)2,V:c€R

1+ 22

|z )' '
C =0,VreR D < xz)zl,V:c>0
© (% ) (¥
5. Seja g(z) = f(1 — z). Qual das seguintes afirmagoes é sempre VERDADEIRA:

(A) g é crescente se f é crescente (B) g é decrescente se f é crescente
(C) g é convexa se f é concava (D) g é crescente se f é convexa



Catolica Lisbon School of Business and Economics — UCP
MATEMATICA I
Exame - versao A - Tépicos de resolugao
Duragao: 180 minutos

GRUPO I (50 PONTOS)

Considere o sistema de equagoes a trés incdgnitas x, y e z
ar +by+az=1
—rx—by+z=>b emqueabelR
r+by+az=1

1. [20 pontos| Para a = b = 1, determine os valores e vectores proprios da matriz dos coeficientes do
sistema, A. Quais sdo os valores e vectores préprios da matriz A — 2437

2. [20 pontos| Discuta o sistema em funcao de a e b.

3. [10 pontos|] Para a = 2 e b = —1, resolva o sistema usando a regra de Cramer.
Resolucao:
1.
11
A= -1 -1 1
1

1
A= M|=0 -AA—2)A+1) =0 A=—1VA=0VA=2

Valores proprios de A: -1, 0 e 2

20 +y+2=0 0=0
A+ X =0 —a2+2=0 SQz=zx
r+y+22=0 y=—3T

Vector préprio associado ao valor préprio —1: (z, —3z,z) =z (1,—3,1) ,x € R\{0}

r+y+z=0 T =—y
A X=0(-2-y+2=0 &<{z2=0
r+y+z=0 0=0

Vector préprio associado ao valor préprio 0: (—y,y,0) =y (—1,1,0),y € R\{0}

—x+y+z=0 y=20
[A-2[X=0&<—2-3y+2z2=0 &{z==x
r+y—2=0 0=0

Vector préprio associado ao valor préprio 2: (x,0,z) = x (1,0,1),z € R\{0}

Valores préprios de A —2A43: 1,0 e 215 — 24
Vectores préprios de A — 2A43:

x(1,-3,1),z € R\{0} associado ao valor préprio 1
y(—1,1,0),y € R\{0} associado ao valor préprio 1

7 (1,0,1),z € R\{0} associado ao valor préprio 2! — 21



a b all -1 —=b 1|0 -1 —b 1 b
; IR
—1 =b 1|b|LeL| a b a|ll |¢dl2nl2l 0 b(1—a) 20 |1+ab
1 b all 1 b all 0 0 a+1] 1+b
Conclusao:
SPD:a# —-1ANa#1ANb#0
SPL: (a=—-1Ab=—-1)V(a=1AbeR)
S (a=—-1Ab#—-1)V(a#1ANb=0)
3.
Com estes valores de parametros, o sistema é SPD.
20 —y+2z2=1
—r+y+z=-1
r—y+2z=1
2 -1 2
Al=-1 1 1|=4-1+2)—(2—-2+42)=3
1 -1 2
1 -1 2 2 1 2 2 -1 1
-1 11 -1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 2 1 1 2 1 -1 1
x:f:(),yzfz—l’zz 3 =0

SPD: (xaya Z) = (07 _170)

GRUPO 1II (25 PONTOS)
1. [15 pontos] Sendo a,b € R~, determine a expressao simplificada do determinante da matriz quadrada

a+b a a

a at+b --- a

Cnxn: . . . .
a a oo a+b

e indique, se possivel, o sinal deste determinante para qualquer n.

Resolucao:
a+b a a na+b a a
a a+b --- a na+b a+b --- a
a a - a+b na—+b a - a+b
1 a Y CI/ 1 a Y a
1 a+b --- a 0Ob --- 0
=(na+b) x| . . o l=Mma+b) x| . . |=(na+b)bp"?
1 a - a+b 00 --- b

Como b < 0, b" ! vai ser positivo se n é impar e negativo se n é par. Sabe-se que a < 0, b < 0, n > 0,
logo, na + b < 0. Assim, o determinante vai ser negativo se n é impar e positivo se n par.



2. [10 pontos] Seja X,,x, uma matriz que verifica | X7 X| #0e Q = I,,, — X (X7 X)L XT. Mostre que
a matriz () é simétrica e idempotente.

Resolucao:

QT = (I, — X(XTX)"LXT)T = [T — (XT)T((XTX)"HTXT = I,, — X(XTX)IXT = Q
Logo @ ¢é simétrica.

Q*= (I, — X(XTX)'XT)(I,, - X(XTX)1XT) =

=L, — X(XTX)'XT - X(XTX)'XT + X(XTX) 1 XTX(XTX)1XT =

=TI, - X(XTX)IXT - X(XTX)'XT + X(XTX)'1XT =

=1, - X(XTX)"'XT =Q

Logo @ ¢é idempotente.
GRUPO III (30 PONTOS)

Determine: ]
1. [10 pontos] P———
110 pontos| xv1—5In3x

Resolugao:

p—_1 2 /T 5] + C,C c R
—_— = —— — 5In(3x ,
zv/1—5In3x 5

(x+1)z2+21+1

2. [10 pontos] (f o g)'(0) se f(z) = / (t* +t+1)dt e g(z) = [ In(t + e)dt

arctg(x)

Resolucao:

(fog)(z) = f(9(x).g'(x)

g(z) = [ In(t + e)dt, logo g(0) = 0.

¢ (z) = In(z + ¢), logo ¢'(0) = In(e) = 1.

fl(z) = [(:p )22 (g g 1)L 1} X [(x - 1)962*2“1]/ — [arctg?(x) + arctg(x) + 1] x 175
em que

/
[(x + 1)w2+2f+1} = (22 +2).(x + )T+ In |z 4+ 1) + (22 + 22 + 1) (@ + 1)7°+2

(f09)'(0) = (f)'(9(0).g'(0) = f(0) x T =3x1T—-1x1=2



2x.
3. [10 pontos] lim Zo.sen(z)
=0 sen(mx?)

Resolugao:
iy 22-5€n(2) 2x.sen(r) 0
=0 sen(mx?) 0
2 2 2 2
fiy 2500 _ 2 sen(@) T 222
=0 sen(mx?) w  @=0  x sen(mx?) w T

GRUPO IV (55 PONTOS)

Considere a funcao real de variavel real definida por:

[sen(aﬁ)]ez_l sex >0
w(zr) = pV—r—qrse —3<x<0 coma>0,8,v€R
—23 + 222+ 92 — 18
ser < —3
—z2In(|z]) + 9In(—=x)

1. [15 pontos| Determine o dominio e os zeros da func¢ao w.
Resolucao:

D =R\{-3}
km

Zeros: v = \[—,k € Zg$. Note que o segundo e o terceiro ramos produzem outros zeros que nao
«

pertencem ao dominio do ramo.

2. [15 pontos] Determine em que pontos que w(x) é uma func¢do continua.

Resolucao:

Dentro de cada um dos ramos, a fungao é continua (justifique!).

Vamos avaliar a continuidade no ponto de abcissa 0 (-3 nao pertence ao dominio!). Para isso e neste
caso, basta que os limites laterais sejam iguais.

T

lim w(z) = lim [sen(az?)]® " =1 (usando truque usual de ™)
xz—07t xz—07t

lim w(z) = lim fv—2 —~yz =0

z—0~ z—0~

Como os limites laterais sao diferentes, entao a funcao nao é continua em x = 0.
A fungao é continua em R\{—3,0} para quaisquer o > 0, 3,7 € R.



3. Considere a« = 1,8 =3,v = —2.

a) [10 pontos| Determine o limite da fungao h(x) = w(x) — 22 no ponto de abcissa —1 e prove, usando
a definicao, que de facto este é o limite.

Resolugao:

h(z) = w(z) — 2z =3/~

lim h(x) =3

r——1

Seja ¢ > 0 dado. Temos de descobrir € tal que se |z +1| < €, entdo |h(z) —3| < 9, i.e., |3v/—x—3| <4,

iLe., 3v/—z—1]<d

Preciso de arranjar o termo |z + 1| o qual nada tenho parecido. Assim vou multiplicar e dividir pelo
conjugado de \/—x — 1.

3|vV—x — 1] < d elogo 3|(v/—x — 1)%@11

< 0, ie. 3‘l‘+1‘|\/—+1‘ <0

< 0, ie. 3’(F+1

Agora vamos substituir o termo |\/—x + 1| com uma constante apropriada e vamos manter o termo
|z + 1], que este é o termo que inicialmente temos no €. Vamos assumir que € < 1. Esta é uma hipdtese
valida, visto que assim que encontramos um e que funcione, todos os valores abaixo de € irao funcionar.
Assim |z 4+ 1| < e < 1implica que —1 <z +1<1,ie, 2<z<0,ie,1<|v/—z+1]<vV2+1e

1 1
logo 7ot < V= < 1.

Assim, 3|z + 1|y < 0, fe, X o+ 1] x 1 <4, Le, [ +1] < g

Escolha-se, entao € = min (1, g)

b) [15 pontos] Determine, pela definigao, a derivada da fungdo w no ponto de abcissa —1. Determine
a equacao da recta normal de w no ponto de abcissa —1.

Resolugao:
w(x) =3y/—x + 2x
w(—=1)=1

, . w(=14+h)—w(-1) 3V1—h+2(-1+h)—1 . 3V1—h—-—3+4+2h
w'(—1) = lim = lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h
v1—h-—1 1

= lim 3—h+2}—lim{ +2| ==

h—0 h h—0 \/1 —h+1 2

A recta normal é dada por

y—1==2@+1)ey=-2r-1



GRUPO V (40 PONTOS)

Escolha uma das opgoes (A,B,C,D). Cada resposta correcta vale 8 pontos, cada resposta incorrecta
desconta 3 pontos, sem resposta nao desconta. Este grupo pode ter cotagao negativa. Nao é
necessaria qualquer justificacao. Sé se tera em consideragao a opgao apresentada.

1. Qual das seguintes afirmacoes é VERDADEIRA?

Solucao: C

2. Qual das seguintes afirmagoes ¢ VERDADFEIRA?
(A) Uma matriz idempotente tem sempre inversa

(B) Uma matriz pode ser igual a sua inversa

(C) Uma matriz simétrica nunca pode ser anti-simétrica
(D)

D) Uma matriz inversa nunca pode ser igual a matriz adjunta

Solug¢ao: B

3. Qual das seguintes fungoes é simultaneamente impar e injectiva?
(A) f(x) = a%arctg()  (B) f(z) =1+ In(a®)  (C) f(z) = cos(2) (D) f(x) =

Solugao: A

4. Qual das seguintes afirmagoes é FALSA:
22\’ 2z 2|\
(A) (z]z]) = 2|z|,Vx € R (B) <1+:1:2) = (1+x2>2,V3: e R (C) (—) =0,z € R (D)
/
(Va?) =1,v2>0

Solucao: C

5. Seja g(z) = f(1 — z). Qual das seguintes afirmagoes é sempre VERDADEIRA:

(A) g é crescente se f é crescente (B) g é decrescente se f é crescente
(C) g é convexa se f é concava (D) g é crescente se f é convexa

Solug¢ao: B
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O teste tem a duracdo de 2h30m. Deve resolver os grupos em folhas separadas
Grupo |

1. Calcule o determinante e escreva o resultado simplificado sob a forma de um produto de fatores:

(a+b)’ a’-b® ab+b?
ab—b*> (a-b)’ a’-b? 2.0)
ab-a’> ab-b’ 0

2. Sem calcular os determinantes, prove que:

2a, 2a,+2a, —2a, b b
2ba 2ba, —2ba,|=8a,|a, a, a, (2.0)
—2a, —2a,—-2a, 23, a a, 0

3. Calcule o determinante:

0 x x X . XX
x 0y Y .Y
L/ R /R
D= % v 0 . . .y Y (2.0)
X Y9 i Yoo oo 0y
X Vi Yo Yoo - - % O

} T }
4. Considere a equagdo matricial: AXC™ = [(CT) ' ATC} —(CA‘l) " em que A e C sdo matrizes regulares

eque C' —1=Be|B|=
Calcule | X|. (1.5)

5. Duas matrizes A e B dizem-se equivalentes, se existe uma matriz P tal que B =P "AP.

Mostre que duas matrizes equivalentes tém os mesmos valores proprios. (1,5




6. Mostre que se A, é valor proprio de A, entdo /ilk é valor proprio de A, k e R. (1.5)
Grupo 11
7. Discuta o sistema face aos valores de a,beR.
X+y+2z=1-b
X+(@+)y+((3-b)z=1
2X+(@+2)y+4z+2b=2
ax+(2a+3b-3)z+3b=0
(2.5)
8. Calcule e simplifique:
sen’x + 3senx — 2
P . (2.0)
COS“ X
J2x+3
b. P (2.0)
35+ /(2x+3)°
c. I:)eZInx+3><3 (15)
9. Determine a area do dominio plano indicado a tracejado na figura seguinte: (1,5)

yo

y=arcsen(2x)




Toépicos de Resolucdo

Grupo |

. Calcule o determinante:

(a+b)" & -b* ab+b’| |arb)(a+h) (a-b)(ath) (a+b)b
ab-b’> (a-b)" a’-b’|=| (a-b)b  (a-b)(a-b) (a-b)(a+h)=

ab-a’® ab-b? 0 (b-a)a (a-b)b 0
a+b 1 b a+b 1 b
=(a—b)(a-b)(a+b)| b 1 a+b = (a-b)’(a+b) —-a 0 a =
(b-a)a b 0 |L>L,-L (b-a)a b 0[C,—>C,+C,
a+2b 1 Db b 1 b 1
a+
=(a-b)’(a+b)| 0 0 a| =—a(a-b)’(a+b) , =-a(a-b)'(a+b)| ", |=
ab-a® b -a~ b
(b-a)a b 0
C,—»>C,-aC,
:—a(a—b)z(a+b)(2b2+a2)
. Sem calcular os determinantes, prove que:
2a, 2a,+2a, —2a, 1 a,+a, -a, 1 a -3 |1 a&a -a
2ba, 2ba, —2ba,|=8a,| b ba, —ba,|=8a,| b ba, -ba,|+|b 0 -ba,|=
—2a, -2a,—-2a, 2a, -1 -a,-a, a, -1 -a, a, | |-1 -a, a,
1 a -3, 1 a -3, 1 a -3, 1 a, aq,
=8a,|0+/b 0 —ba,||=8a|b O -ba|=-8alp 0 -ba,|=8abl 0 a,=
-1 -a, a, -1 -a, a, 1 a, -4, 1 a, a,
b a, a, b b b b b b b b
=8ab 0 a| =8ala, 0 a| = -8ala, a, a| = B8ala, a, a,
b a a| T J|a a a|L el a, 0 a/C,oC, |, a, O



3. Calcule o determinante:

0 X X X ... X X 0 x X X XX
0y oy ooy o= 0y oy sy Y
x Yy, 0Oy o ooy oyL-L 0y -y 0O ... 0 0
D = X1 yl yl 0 L y]_ y]_ I—4 - LZ 0 yl O _yl s O 0 =
X Y Y% Y - - 0 yL-L [0y O o ... -y 0
X Yy Y v - - ooy OjL,-L j0y, 0 o ... 0 -y
T AT g, X X .- . . X X
y, -y, 0 . . . O 0 O -y O ... O 0
y O -y ... O 0 0 O -y, .. . O 0 o
=—X1 1 1 =_X1 1 =_X1nxl(_yl) 1
y 0 0 ... -y O o o0 o ... -y O
y, O o ... 0 -y 0 0 o ... 0 -y
C,—»>C+C,+C,+..+C, =n(-1)"x2y,"*

_ T _
4. Considere a equacdo matricial: AXC™ :[(CT) lATC} —(CA‘l) " sabendo que A e C sdo matrizes

regulares e que C' —1 =B e |B|=2. Calcule | X|.

T

AXC=|(CT) ' ATC| ~(cA*) e AXC=CTAC-ACT & AXC=(CT-1)AC &

< AXC'C=BAC'C < A'AX =A"'BA< X =A"BA

Entdo:
|X|=‘A‘lBA‘<:>|X|:ﬁ|B||A|<:>|X|:|B|:2

5. Duas matrizes A e B dizem-se equivalentes, se existe uma matriz P tal que B=P"AP.
Mostre que duas matrizes equivalentes tém os mesmos valores proprios.

1

[B—Al|=|PAP—l|=|PAP - APP|=|P*(A-AI)P| = P

|A—M||P|:|A—M|

Como a equacdo carateristica € igual, pois |B —Al | = |A—M | , entdo os valores proprios também sdo iguais.



6. Mostre que se A, é valor proprio de A, entdo ﬂlk é valor proprio de A, k e R.

Se A, é valor proprio de A, entéo:
(A—41)X =0 AX = 4X < AX =4X, X eR",X %0
Multiplicando ambos os membros por A, fica: AAX = AL X < A°X = L AX < APX = 44X < A*X = 47X

Generalizando: A“X = A4 X < AX = LA X & AX =4 X < AX =X cqd.

Grupo Il
7. Discuta o sistema face aos valores de a,be R.
X+y+2z=1-Db X+y+2z=1-b
Xx+(@+1)y+((B-b)z=1 X+(@+1l)y+((3-b)z=1

&
2X+(@+2)y+4z+2b=2 2X+(a+2)y+4z=2-2b
ax+(2a+3b-3)z+3b=0 ax+(2a+3b-3)z=-3b

1 1 2 : 1-b 1 1 2 1-b
1 a+l 3-b 1 |L-L4L 0 a 1-b b
: - . -
2 a+2 4 i 2-2b|L,-2L 0 a 0o 0 L,-L,
a 0 2a+3b-3 : -3b )L,—-aL 0 -a 3b-3 : -3-a+ab)L,+L,
11 : 1-b 11 2 1-b
0 a 1-b : b 0 a 1-b b
— ) — —
0 0 -1 : -b 0 0 b-1: —b
0 0 2b-2 : —-2b-a+ab)L,-2L, 0 0 0 : ab-a)L,+3L
11 to1-b
0 a 1-b : b
— ) SI: a#0 A b-1#20< a0 A b=l
0 0 b-1: b
0 0 0 : ab-1
e Sea=0:
11 2 :1-b 11 2 :1-b
0 0 1- b N 0 01-b: b SPI: b=1
0 0 b- —b 00 0O : O SI: b=1
00 0 00 0 : O



e Seb=1:

112 : 0
0 a0 : 1
. SI: V..
0 00 : -1 ’
0 00 : O
e Sea=0 A b=1
112 : 0
0 00 : 1
S.I.
0 0O -1
0 0O 0
Conclusao
Se:
b=1 S.l.
blra=z0 S.I.

bxlra=0 S.P..

8. Calcule e simplifique:

2 2 2
Sen‘x + 3senx 2:P1 COS” X+ 3senx 2:—P 1 _plOS"X ap senx

P =
cos? x cos? x cos’x  cos®x cos’® X

= —P(sec’ x) - P(1) 3P (—senxcos * x) = ~tgx— X+ 4 C = 3secx—tgx—x+C

COS X
1
[ 1 3\ 73 32
p, p_Y2XH3 =%P3(2x+3)2(5+(2x+3)2j3=%i/(5+(2x+3)2j +C
35+(2x+3)’

3x°
3 2.3 2 3 1 3 e
C. Pe2|nx+3x — Pelnx +3X — Pelnx e3x — 5 PQXZESX — 9 +C



9. Determine a area do dominio plano indicado a tracejado na figura seguinte:

y=arcsen(2x) y = arcsen(2x) < seny = 2x < ? =X
1 V4
Para: X = > — y=arcsen(l) = 5

A=

N
O v [ N

1 g2 1(x V4 1(n T—
1-sen =—|y+cos =—| =+c0s——-0-cos0 |==| ——1|=——
( y)dy 2[y y]o 2(2 2 j 2(2 j 4
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SOLUCOES DO EXAME DE MATEMATICA I
26 de janeiro de 2013

Grupo |
a 3a+1 1—a a
. . 1 2 0 1 i
(2 val.) 1. Considere as matrizes A = ) A b e B= ) e discuta o SEL AX = B
0 a+1 1-a a—b

em funcio dos pardmetros reais a e b.

Solucdo: Aplicando o MEG, podemos concluir que o SEL dado é equivalente ao SEL com

matriz ampliada:

1 2 0

0 a+1 1-a

0 0 b 0
0 0 0 a—>b

Desta forma,

e Se a £ b, o SEL é impossivel,
e Sea=0b¢€ {-1,0}, o SEL é possivel e indeterminado, com grau de indeterminacdo 1;

e Sea=0becR\{-1,0}, o SEL é possivel e determinado.

(1,5 val.) 2. Determine a expressdo geral das matrizes quadradas 2 x 2 invertiveis e que sdo solucdo da
equacao:
A? - AAT =

a b
Solucdo: A = 1 sera solucdo da equacdo A2 — AAT = 0 se, e somente se, as entradas
C

de A forem solucio do sistema:

be— b2 =0
ab—ac=0 b=0

& Vb=c
cd—bd=0 c=0
ch—c2=0



1
e exigindo ainda a invertibilidade a A, concluimos que A tem de ser da forma [Z )Z] com
C

a,b,d € R tais que ad — b% # 0.

(1,5 val.) 3. Determine a expressdo simplificada do determinante de ordem n + 1:

(n—=1a a a -+ a
(n—2)a 0 a -+ a
(n—2)a a 0 --- a.
mn—=2)a a a -~ 0

Solucao:

(n—1a a a - a —a a a -+ a -a a a -+ a

(n—2)a 0 a - a —a 0 a -+ a 0 —a 0 -+ 0

(n—2)a a 0 - a - —-a a 0 - a 0 0 —-a --- 0]= (—a)”“.

(71*211:}21 Cs ,:Lzl.iL,l,Jr'x
n—2a a a -+ 0 —a a a -+ 0 0o o0 0 - -—a

oS N O
w o O

1
4. Sejam E e S matrizes quadradas de ordem 3 tais que S™'ES = D, onde D = |0
0

e considere F = 2E1 + 10E? +5F — I.

(1 val.) (i) Mostre que as matrizes F e D admitem a mesma equagdo caracteristica.

ISTIES — M| =0< |STHE-XD)S|=0< [STYH(E-X)||S|=0< |E-X|=0.

1 2 3
(2 val) (i) Determine Fnocasoemque S=|2 5 8
-1 -2 =2
Solucédo:
16 0 0 6 -2 1
F =S@2D"+10D*+5D-1)S ' =5 |0 212449 0 —4 1 -2
0 0 2x3M 4104 [ 1 0 1
Grupo Il
(2 val.) 1. Calcule lim (171 —2).
o0t cosx x
~ . : x 2 o . 22 -242cosx o : 2r—2sinx o : 2x—2cosx o
SOIU(;BO. wh;{)l+ (lfcos x ;) o I]i:(r)&r < :1>(ljcos x) ) R.C. xh*}[l)h (lfcos r+x sin.r) R.C. xh;(l)l+ <2sin T—x cos:l:) R.C.
0+ \3cosz—zsinz



(2 val.) 2. Sejam « e 8 funcdes diferencidveis em R tais que o/(0) = 0 e a(0)5’(0) # 0 e considere a
funcdo ¢ definida por ¢(z) = a(z)5(x).

Mostre que a recta tangente ao grafico de ¢ no ponto (0,¢(0)) e a recta tangente ao grafico

de 3 no ponto (0, 3(0)) se intersectam sobre o eixo dos zx.

Solucdo: Como o/(0) = 0, a recta tangente ao grafico de ¢ no ponto (0, ¢(0)) tem equacdo
y = a(0)(8'(0)x + 5(0)) e a recta tangente ao grafico de S no ponto (0, 5(0)) tem equacdo
y = B(0)x + £(0). Como «(0) # 0 e 5'(0) # 0 é facil e concluir que as duas rectas se

intersectam sobre o eixo dos zz, no ponto (— ﬁ,(%% 0).
Grupo IlI

1. Calcule:

Solucado:

- 1, 2z — 1 1 1
p__* zf(arcsin 20 —1)—+/1—-—(2x -1 2>.
Viz —4a? <¢1 Go-1?  Ji-@o-1p ) ! ol o

.. 2/ @
(2 val) (i) Pe” <e3r+3e2z+3er+1 + 1tacr<1)s(2€(e)r)>
Solucédo:
: 1 tan?(e®) e’ e’ . 1
Pe” ( — =P A P—— = tan(e”) - s ——.
€ <63;1: +3(,:2;1: + 3e% + 1 + 1— COSQ(G;I:) (C;I: + 1)3+ C()SZ((;/.’I,‘) dll(( ) 2((?‘/” + 1)2
oy . 1-2/
(2 val) (iii) faiccos(l)smx R
s [1=2\/cosm . 2 2
Solucédo: /arccos(ll) sin x N R dr = 3113}1[3 (1 —24/cosx) 3}1“(05( 1) =3
(2 val.) 2. Considere a funcdo definida por g(z fo K h(t)dt, para cada = €] — 7, [. Sabendo

que h é uma funcdo positiva em ]R, mostre que g é invertivel e calcule (g71)’(0), a derivada
da sua funcdo inversa na origem.

1+sinx
Ccos T

Solucdo: Pela regra de Leibniz, ¢/(z) = (secz)h(In ( )) vindo, por hipétese, que

g'(x) > 0, para todo o = €] — T, T[, e logo g(x) é estritamente crescente. Em particular, g
serd injectiva e, portanto, |nvert|vel, e a sua derivada na origem pode ser calculada através

LS = % dado que g(0) = 0.

do Teorema da derivada da funcéo inversa: (g=1)’(0) = 700)

Fim
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