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I (5,0 valores)

O Jodo é vendedor de automéveis e, utilizando os seus conhecimentos de estatistica ¢ a
sua larga experiénecia como vendedor, estabeleceu a seguinte funcéo de probabilidade
conjunta entre as varidveis aleat6rias X e Y assim definidas:

X = Niamero de automdveis vendidos numa semana

¥ = Ntmero de demonstragdes realizadas numa semana (apresentacéo do automdvel ao
potencial comprador, realizagio de um teste de condugéo, ...).

Y
X (vendas) L 2 3
0 0,30 0,20 0,10
1 0,07 0,08 0,15
2 0 0,04 0,05
3 0 0 0,01
a) Calcule as seguintes probabilidades, explicitando a fungéo utilizada:
i) Probabilidade de o Jodo vender mais de 1 automdvel numa semana;
i) Probabilidade de o Jodo vender mais de 1 automével numa semana em

que realiza mais do que uma demonstracao.

b) Obtenha a Fungio Geradora de Momentos (FGM) da varidvel aieétéria X

c) A remuneracio semanal do Jofio € determinada pela férmula R=50+5X .
Utilizando a FGM obtida em b), determine:
i) Valor esperado de R
i) Varidncia de R.

d) “0) nimero de automdveis que consigo vender, numa semana, ndo depende do
niimero de demonstragdes que fago”, afirmou o Jodo muito desanimado.
Discuta a validade desta afirmacfo calculando o valor da covaridncia entre X e
Y. Interprete o valor obtido.



I (5,0 valores)

A Margarida adora sair 4 noite com os amigos, a quinta-feira e ao sébado. Ao sdbado, a
Margarida pode sempre sair, mas & quinta-feira s6 estd disponivel 2 vezes por més;
assim, em cada més, a Margarida sai 4 noite 6 vezes.

a) Sabemos que a Margarida foi sair 4 noite: qual a probalidade de essa saida ter
sido & 5* feira? E ao sdbado?

Quando sai & quinta-feira, a Margarida pode ir a0 BCB em 10% dos casos, & Lisboak
em 80% dos casos e ao Lolpop nos restantes casos.

Quando sai ao sdbado, opta pelo BCB ou pela LisboaK com 70 % e 30% de
probabilidade, respectivamente.

A Margarida considera que o ambiente no Lolpop esta sempre bom.
No BCB, ha 80% de probabilidade de o ambiente estar bom e 20% de probabilidade de
estar mau.

Na LisboaK estas probabilidades dependem de haver muita gente ou ndo: se estiver
cheia, o ambiente estd bom em 60% dos casos; se estiver vazia, 0 ambiente estard
sempre mau, Sabe-se que a probabilidade de a Lisboak estar cheia ¢ 0 ambiente ndo

estar bom € igual a 30%.

b) Determine a probabilidade de a Margarida ir para a Lisboak;;

c) Determine a probabilidade de a Lisboak estar cheia;

d) Uma amiga contou-nos que a Margarida adorou a sua Ultima saida pois o
ambiente estava muito bom. Determine a probabilidade de ela ter estado no BCB.
Justifique.

e) A Joana é amiga da Margarida e sai #s 5° feiras & noite em 50% das vezes.

Determine a probabilidade de as 2 amigas se encontrarem sabendo que as suas
decisBes sio independentes. Justifique.



11X (4,0 valores)

O Sr. Manuel tem dois cafés na zona de Lisboa: o “Baixa Café” e o “Alta Café”.

Apbs virios anos de experiéncia, concluiu que a intensidade da procura no “Alta Café”
pode ser ilustrada através da varidvel aleatéria X com a seguinte funcéio densidade de

probabiliadade:

k (4~x) 1£X <2
flx)=
0 outros valores de X

a) Verifique que k£ =0,4;
b) Determine a fung#o de distribuigéio a varidvel aleatéria X;
c) Utilizando a fung#io de distribui¢go obtida em &), calcule:

i) Prob (X >1,7)
i)  Prob(X>17|X>15)

ii)  Prob(X <1,31X>15)

‘d) O Sr. Manuel estd agora a estudar a possibilidade de expansio do negdcio e a sua
decisdo de investimento vai depender da procura X:

Se X for maior que 1.5, decide investir no “Alta Café” - Decisdio A
Se X for menor ou igual a 1.5, decide investir no “Baixa Café” - Deciséo B

As probabilidades de obter lucros (L), com cada uma das decisbes de investimento (A

ou B) sfo as seguintes:
Prob (L|A)=O,7 Prob (L{B)=0,5

Sabendo que o Sr. Manuel obteve lucros, qual a probabilidade de ter investido
no “Alta Café” ? Justifique.



IV (6,0 valores)

A fungiio densidade de probabilidade conjunta das varidveis aleatorias X e Y é dada por:

b)

d)

e)

Xy
— 0<Y<2X <4
flry)=9¢ 8

0 outros valores de X,Y

Verifique que a fungio de densidade de probabilidade marginal da varidvel X €
dada pela seguinte expressio:

x3
f(X)="Z' 0<X <2

Obtenha a funcio de densidade de probabilidade marginal da variavel ¥;
Obtenha a fungdio de densidade de probabilidade condicional da varidvel Y dado X;

Calcule E(Y| X =1,5)

Calcule Prob (Y>X ).
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X = Nimero de automdveis vendidos numa semana

Y = Namero de demonstrages realizadas numa semana (inclui a apresentagdo do
automével ao potencial comprador e a realizagfio de um teste de condugéo).

Y

X {vendas) ! 2 3
0 0,30 0,20 0,10
1 0,07 0,08 0,15
2 0 0,04 0,05
3 0 0 0,01

i) Fungfio de probabilidade marginal da varidvel X

X (vendas) f(x)
0 0,60
1 0,30
2 0,09
3 0,01

Prob (X>1) = Prob (X=2) + Prob (X=3) = 0,09+0,01=0,10

i1) Fungdio de probabilidade condicional da varidvel X, dado Y>1

X (vendas) f(x|y>1)
0 0,30/0,63 = 0,48
1 0,23/0,63 = 0,36
2 0,09/0,63=0,14
3 0.01/0,63=0,02

if)
Prob (X>1{Y>1) = Prob (X=2[Y>1) + Prob (X=3[Y>1) = 0,14+0,02=0,16



b) Funciio Geradora de Momentos (FGM) da varidvel aleatoria X (atilizando a
funciio de probabilidade marginal de X j4 calculada)

M, (t)=E (") mie‘*ff(x,.):e‘”xf(o)w“ X f(1)+e*x f(2)+e" x f(3)

)
M, (1)=0,6+0,3" +0,09¢> +0,01¢™

¢) R=50+5X
E(R)=50+5E(X)
Var(50+5 X )=5"Var(X)

am (¢
c;:t( ") =0,3€" +2x0,09¢" +3%0,01¢"
am (¢ E
c;t( )[tm0:>0,3+2><0,09+3><0,0120=51=ﬂx: (x)
d*M (¢
wdr; () 0,3¢" +2x0,18¢* +3x0,09¢™
d*M (t
d;;—“( )[tm{):::>0,3+2><0,18+3><0,09=0,75=ﬂ’z

Var(X)=E{X —u) = u',~u* =0,75-0,51* = 0,4899

i) E(R)=50+5E(X )=50+5%0,51=52,55
ii) Var(50+5 X )=5"Var(X } = 25x0,4899 = 24,495

d) Cov(X.,¥)=E[(X - ,) (¥ - 1,) |= E(X¥)~E(X)E(Y)
E(X)=0,51

Funcdio de probabilidade marginal da varidvel Y

Y )
1 0,37
2 0,32
3 0,31

E(Y)=1x0,37 +2x0,32+3x0,31=1,94

E(XY)=32 % f (%)



E(XY)=0x1x0,30+0x2x0,20+0x3x0,10+
+Ix1x0,07+1x2x0,08+1x3%x0,15+
+2x1x0+2x2x0,04 4+ 2x3%x0,05+
+3xIx0++3x2x0+3%x3%0,01=1,23

Cov(X,Y)=1,23-0,51x1,94 = +0,2406
A covarifncia positiva entre as varidveis sugere que, quando Y sobe X também sobe, o
que néo confirma a afirmagfo do vendedor,



11

Bom
0,80
BCB
0,10 0,80 o BOM
0,20 Mau
Cheio
0.60 ???
\ 0,40
. Lisboak Mau
Quinta
Vazio w-s Mau
13 0,10 1,0

Lolpop ———-—mmmms BOM
1,0

0,80 Bom
0,7 BCB
2/3 ) <
G,20 Malt
Sébado y Bom

Chei
??? el \
0,30 0,40 ™ Mau
Lisboak

Varzio— Mau
1,0

a)
Em 6 saidas, 4 s80 ao Sdbado e 2 4 5* feira:
Prob(Quinta-feira) = Prob(Q)

2 1
Prob(Q)=2==
rob(Q) 5=3
Prob(Sabado) = Prob(S )
Prob(S)zi:E
6 3
b)

Prob(LisboaK ) = Prob(LK)
Prob(LK )= Prob(Q)xProb(LK | Q)+ Prob(S)xProb(LK |S)=

Prob(LK)}= §x0,8+-§-><0,3 =0,46(6)



¢) Prob(Lisboak cheia)=Prob(C)=?

Sabemos, em relacio 4 Lisboak, que:

- A probabilidade de estar cheia € o ambiente ndo estar bom é 30% —
Prob(C N Mau)=0,30;

- A probabilidade de o ambiente estar bom quando estd cheia & 60%, logo a

probabilidade de estar mau, quando estd cheia, é 40%: — Prob(Mau|C)=0,40

Utilizando o conceito de probabilidade condicional,

Prob(C ~ Mau)
Prob(C)

= Prob(C) =-g~i23mm0,75

Prob(Mau|C)=

_ 03
Prob(C)

r

d)
Prob(BCB N Bom)
Prob(Bom)

Prob(BCB|Bom)=

(
(Q)x Prob( BCB|Q)x Prob( Bom|BCBN Q)+
Prob(Q)x Prob(LisboaK|Q)x Prob( Cheio)x Prob( Bom|Cheio) +
(
(
(

v
Q
o

S

Q)x Prob{Lolpop|Q)x Prob( Bom|Lolpop N Q)+
x Prob{ BCB|S )x Prob( Bom|BCBN S )+
x Prob( LisboaK|S }x Prob(Cheio)x Prob( Bom|Cheio) =

v
Q
el
Cn

Prob(Bom)=

éwa,]OxO,SO+§><0,80><O,75><0,60+—§><0,10><1+

~§—><0,70><0,80+§»><0,30><0,75><9,60=
=0,64(3)

Prob(Bom N BCB)=
Prob(Q)x Prob( BCB|Q)x Prob(Bom|BCBNQ)
Prob(S)x Prob(BCB|S)x Prob(Bom|BCBS) =



Prob(Bom " BCB)=

—;—xo,80><0,75><9,60+%x0,70><0,80 ~0,21(3)

Prob(BCBM Bom) 0,21(3)

= ={),3316
Prob(Bom) 0,64(3)

Prob( BCB|Bom)=

e) Dado que as decisdes da Joana e Margarida de sair a 5* feira sfo independentes,
podermos escrever:

Prob(Joana n Margarida)=Prob(Joana)x Prob(Margarida)

Prob(Joana N Margarida)= L1 1
23 6
HI
E(4—x 1€X <2
f ( x) - ( )
0 outros valores de X

8) [f(x)ax=1== 2jk (4-x)dx=1

= ]{4“%212 =ku4xz—§—}(4x1—§ﬂ =1=>(..) = k=04

b)

Se 1< X <2 F(x)=F(1)+ [f(t)dr =0+0,4 [(4-1)dr =(...) =1,6x-0,2x* 1,4
1

1

Se X >25 F(x)=F(2)+ | f ()it =1+ [0di=1

2

0 X <1
F(x)=41,6x-0,2x*-1,4 1£X<2
1 X>2



c)

i)

Prob(X >1,7)=1-Prob(X $1,7)=1-F(L7)=
=1-[1,6x1,7-0,2x1,7 ~1,4]=0,258

ii)

Pmb(X>L71X>L5)=Prob(X >1,7AX>15) Prob(X>17) 1-F(L,7) 0,258 —0,573)
Prob(X >1,5) Prob(X>15) 1-F(L5) 1-0,55

iif)

Prob(X<],3|X>],5)xPmb(X<I’3AX>I’5)= 0 _
Prob (X >1,5) Prob(X>1,5)

d)

Prob (A)=Prob(X >1,5)= - F(1,5)=0,45

Prob (B)=Prob(X <1,5)=F(1,5)=0,55

0/
0,55 B

Prob (L)=Prob (A)xProb (L|A)+Prob (B)xProb (L|B)=
=0,45%0,7+0,55x0,5=0,59
Prob(ANL) 0,7x045

Prob (A|L)= = =0,53
rob (AL) =5 (D)~ 0,59




IV

%% 0<¥<2X <4

0 outros valores de X,Y

f(x,y)={

()= [f (52)dy =1T(f§x]dy m[igi] fo)ar=C) -2 eomo<x<2

b)

f(y)= xff(x,y)dx= ?(%)dxm(%]ol(x)dx=(...)=%—%§-

05y

com <V <4

c)
(3) 8
mf X, ¥ =“""§"”“ _ y
f{ylx) AR com 0<¥ <2X <4
4
d)

E(Y|X )=2ny(y!X)dy

2x1,5

E(Y|X=15)= [y f(y|X=15)d

<@




e)

Area relevante

Y=2X

Ya=X




