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LICENCIATURAS EM ECONOMIA E GESTAO
ESTATISTICA I-2° TESTE - 8 DE JUNHO DE 2013

Responda em folhas separadas para cada grupo. Se ndo fizer algum grupo, entregue em
branco a folha respectiva devidamente identificada, para efeitos de controlo. O teste deve ser
efectuado a tinta.

Leia cuidadosamente a totalidade de cada grupo antes de o responder. Sempre que o
enquadramento tedrico o permite dé respostas mais simples.

Explicite todas as hipéteses e os célculos que tiver de fazer para a resolugio dos problemas.
Use um minimo de quatro casas decimais. Os grupos ou as perguntas podem n#io estar pela
ordem em que a matéria foi leccionada. Um grupo pode incluir diferentes matérias.

O teste ¢é constituido por quatro grupos.

UCP, CLSBE - Estatistica I, 2012/2013 - 2° Semestre — 2° Teste 178



I (7,0 valores)

Os registos do IMTT (Instituto de Mobilidade e Transporte Terrestre) mostram que
todos os motoristas que circulam no IC 19 [via ripida que liga Lisboa a Sintra]
cometem um de dois tipos de transgressdes de transito, classificadas como tipo A e tipo
B, ndo existindo evidéncia de nenhum caso em que o mesmo motorista cometa ambas as
transgressoes.

Sabe-se ainda que 80% das transgressdes no IC 19 séo do tipo B e que a probabilidade
de um motorista cometer uma transgresséo do tipo A e nfio ser multado é de 8%. Por
outro, lado em 24% das situagdes, os motoristas cometem transgressGes do tipo B e séo
multados.

a) llustre a situagfio descrita acima através de um diagrama em érvore que inclua as
probabilidades em causa.

Nota: Se nfio conseguir chegar a todas as probabilidades pedidas, arbitre valores
coerentes para as probabilidades em falta na arvore pedida. A adequagfio da 4rvore e o
uso da informagfio do texto inicial serdo tomados em conta nas cotagBes das alineas
seguintes.

b) Qual a probabilidade de um motorista ser multado no 1C19?

¢) Um motorista foi multado no IC19. Qual a probabilidade de ter cometido a
transgresséo A? E a transgresséio B?

d) Como designa os resultados de c¢) e como é que os relaciona com o teorema de
Bayes? [Responda apenas por palavras].

Admita agora que as transgressGes do tipo A, por serem mais dificeis de processar pela
policia, implicam um procedimento burocrético muito complexo, que faz com que a
taxa de cobranca efetiva das respetivas multas seja trés vezes menor do que a taxa de
cobranca efetiva das transgressdes de tipo B, acabando frequentemente por prescrever.
Assim, apenas 25,2% dos motoristas do IC 19 acabam por pagar multa pelas suas
transgressoes.

€) Qual a probabilidade de uma transgresséio do tipo A vir a ser paga? E do tipo B?

A multa de cada transgressdo de tipo A rende 120 euros e a multa de cada transgresséo
de tipo B rende 40 euros.

f) Construa a fungéio de probabilidade e calcule o valor esperado da receita efetiva que
€ obtida com cada multa.
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I1 (6,0 valores)

Uma empresa produz dois bens, X e Y. Considere-se X o niimero de unidades
produzidas, num dia, do bem X e ¥ o nimero de unidades produzidas, num dia, do
bem Y, com a seguinte fungéio de probabilidade conjunta:

Fungio de probabilidade conjunta f{xi,yj)

Y
[ Producdo didriade Y]
10 15 20
8% |_° 0,05 0,20 0,15
x83 [ 10 0,10 0,10 0,10
£5 |
—T | 1 0,05 0,20 0,05

Sabe-se ainda que E(XY)=145 , E(X)=9,5 e V(X)=17,25

a) Ser#io X e Yindependentes? Justifique.
b) Calcule o valor esperado da diferenca entre as quantidades produzidas de X e de Y.

¢) Num dia em que se produz 10 unidades de X qual a probabilidade da produgéio de ¥
ser igual ou superior a 15 unidades?

d) Qual o valor esperado da produgéio de ¥ nos dias em que se produz 5 unidades do
bem X ?

€) Construa a fungfio de probabilidade acumulada conjunta de X e Y e, através desta,
calcule a probabilidade de ambas as producdes estarem entre a 10 unidades
(exclusive) e 15 unidades (inclusive)?

Sabe-se que o custo total di4rio da empresa pode ser descrito como:

CT=100+2X+4Y

Onde: - Custo fixo, independente da quantidade produzida = 100 €
* Custo de produgdo de cada unidade de X=2 €
* Custo de produggo de cada unidade de Y =4 €

f) Qual o valor esperado e a variéncia do custo total di4rio desta empresa?

g) O prego [P] de venda do produto X é uma varidvel aleatdria, independente da
quantidade produzida, que pode assumir os valores 2, 4, 6, 8 e 10 euros, todos com
a mesma probabilidade. Qual o valor esperado das receitas com a venda de X?
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ITX (3,0 valores)

Numa determinada unidade fabril sdo produzidas componentes de ago de elevada
resisténcia utilizadas na produgfio de automéveis. Admita que a obtencdo das
componentes anteriormente referidas passa por 2 processos distintos: i) a Fundicéo,
usada para obter as componentes do motor e ii) a Soldagem, como forma de obter o
formato desejado e unir a estrutura.

Sobre os tempos de trabalho em cada um desses processos sabe-se o seguinte:

3
f(x) = (—2-) , 0<x<4 em que X designa o tempo despendido na Fundicfio de

cada componente, em horas, e f(x) designa a fungfo
densidade de probabilidade da varidvel X.

P(Yay)=§j? , 0<y<2 em que Y designa o tempo

despendido na Soldagem de
cada componente, em horas.

Os tempos de trabalho em cada um desses processos de fabrico séo varidveis aleatrias
independentes uma da outra.

a) Calcule o valor esperado e a varidncia do tempo de Fundigfio de uma componente.
b) Calcule a mediana [x,,] para a varidvel X e interprete o valor obtido.

¢) Qual a probabilidade de o tempo com a Soldagem duma componente estar
entre 1 e 1,5 horas, sabendo que o tempo despendido com a Soldagem dessa
componente foi inferior a 2-horas.

d) Qual a probabilidade de o tempo de Soldagem de uma componente ser inferior ao
tempo de Fundigéo?
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IV (4,0 valores)

Com o objectivo de analisar o impacto ecoldgico da producsio do ago, a Associagéo
Mundial do Ago analisa anualmente os dados disponibilizados pelas empresas que
utilizam ago nos seus processo de fabrico. A informag#o diz respeito a dois indicadores:

X: Eficiéncia Energética, ou seja, energia consumida por tonelada de ago,
medida em GJ [Gigajoules), para cada empresa

Y: Emisséo de diéxido de carbono (CO;), ou seja, CO; emitido por tonelada de ago,
medido em toneladas, para cada empresa

Admita que estas varidveis seguem a seguinte fungio densidade de probabilidade
conjunta:

1
fxy) =oe¥(x+y), 1<x<10; 0sys2

Nota: Nos célculos pode facilitar manter em evidéncia ;:—5

a) Confirme que f(x;y) é efetivamente uma funcgio densidade de probabilidade.

Est4 em discuss8o legislagiio ambiental, a incidir sobre todas as empresas que utilizam
aco no seu processo de fabrico. Foram propostos dois indicadores de controlo:

i. Limitagio da energia consumida a um valor méximo de 4 GJ por tonelada
de ago;

ii. Limitagfio da energia consumida a um valor maximo de 9 GJ por tonelada de ago
e das emissdes de CO; a 1,5 toneladas por tonelada de ago. [A empresa nfio pode
exceder qualquer um destes limites].

Uma vez aprovada a legislagfio, as empresas terdio de pagar uma coima [multa] sempre
que ultrapassarem o limite imposto.

b) Calcule a probabilidade de pagar uma coima associada a cada um dos indicadores
propostos (i e ii) e conclua sobre a opgio mais vantajosa para as empresas deste
sector.

¢) Qual o valor esperado de emissdes de CO, por tonelada de ago de uma empresa que
consuma no seu processo de fabrico exactamente 8 GJ por tonelada de ago?
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Estatistica I - Formulério
) n> P - .n.= D 5 Cohbiniu;ﬁes Simples
Arranjossimples ~ Permutagfes Simples
n! n!
p = F, =n! C, = ™
(n—p)! z (n-p)!p!
n> p" L s p" " Combinagdes Completas
_An:anjds Cbmpletos Pemufﬁ}ﬁﬁ;a;;lﬁiéiaé
comp _ _n n _ ntp-l
a: = n? Pn =n ﬂp Cp
Permutagbes ¢/ Esquema
de Particiio
" n!
mong
nlnl.n,!
P(z,)4))

P(4,12,)=P(4,)x

Z[P(A,)x PI(Z,, 14,)]
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f(x)=P(X =x) F(x)=P(X<x)=)_ f(

I1<x

P(a< X <b)=F(b)-F(a)

f(x,y)=P(X=x,Y=y)
F(x,y)=P(X<x,Y<y)=> > f(st)

3Sx ISy

P(x,<X<x,,y,< Y_<_y2)=F(xz,yz)-F(xp)’z)—F(xz’}ﬁ)'*'F(xvyn)

fl(x)=§lf(x:y) f2(y)=Zx:f(x:y)
F(x)=P(X<x;Y <+0)= ¥ f(s)

S<Xx

F,(0)=P(X <+0;Y<y)=3 f()

t<x

f(yix)= (%)

6

Pla<x <b)=[ f(x)ax F(x)=P(X<x)=["_f(u)du

P[(x,y)eA]=xL LL £ (x, y)dy}dx

F(x,y)=P(XSx;YSy)= ]i l: j: S (u,v) vadu

fi(x)=[ f(xr)d £,(»)=[ f(xy)ds
Dy D

F,(x)=P[XSx,YS+oo]=j‘ f, () du

F,(y)=P[X <+0,Y <y] =j' f,(v) av
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e =E(X)=5x (%) E[2(X)]-52(x) /02

sy =E(X)=[ xf(x)ar E[Z(X)]=[,2(x)/(x)ax

of =V (X)=E(x*)-[E(x)]

Cov (X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

E(XY)=250x (xon)  E()=T X%y, xS (5:3,)

E(H):unxyf(x,y)dy}abc

V(aX +bY)=a® (X)+b%V (¥)+2abCov(XY)

Pluy—roy <X <p+r a,(]21—ri2
E[ X" |=u Elx-p] =p
E (XY |=p, E[(x-ﬂx)'(y-uy)s] = ph,

M, (t)=E(e”‘)

2_2 z‘rxr

e” =1+m+ gt

+...
r!

Nota: O formuldrio ndo é exaustivo e nfio esgota todos os tratamentos estatisticos possiveis.
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