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Inferéncia Estatistica Paramétrica

a8 e =
/ POPULAGAQ \—!/ AMESTEA \
|| ) :

Qarémetros /4\ estatisticas/

Dada uma amostra, proveniente de uma populacéo, o calculo das caracteristicas

amostrais fornece-nos informacao sobre as correspondentes caracteristicas

populacionais, ou seja, sobre os parametros (desconhecidos) da populacao.
[estatisticas (¥, s, ...) caracterizam a amostra e 0s parametros (L, 02) caracterizam a
populacdo e sdo muitas vezes desconhecidos. As Ultimas representam-se por letras
gregas]

Utilizamos entdo as caracteristicas amostrais (estatisticas) para inferir algo sobre

a populacao de onde foi recolhida a amostra; estamos na fase da analise
estatistica designada por Inferéncia Estatistica.

Estimacao
Inferéncia Estatistica
Testes de hipoteses

Inferir = tirar conclusdes

4.1. Estimagao Pontual: propriedades dos estimadores; método
dos momentos; método da maxima verosimilhanga

Quando um parametro é desconhecido, como podemos estimar ou “adivinhar”
o seu verdadeiro valor, a partir da informacao contida na amostra?

Estimacao do Valor Médio

Consideremos uma populacao X cujo valor médio é desconhecido. Quando
recolhemos uma amostra e obtemos a média, dizemos que este valor € uma
estimativa do valor médio da v.a. X.

Av.a. [X'é uma funcao da amostra aleatdria que fornece estimativas para o valor
meédio; diz-se que € um estimador do valor médio.




X é um estimador

. ~ tdovalor médio
¥ é uma estimativa

A média é um bom estimador do valor médio. Porqué?

Dada uma amostra aleatoria (X,,...,X,) proveniente de uma populacéao X de valor
meédio p e variancia ¢?,

2

E(X)=u e var(.X) = Z.
n

Entdo o valor médio do estimador coincide com o parametro que estamos a

estimar. Diz-se que o estimador é centrado ou ndo enviesado.
N&o é sistematicamente

superior ou inferior ao
valor verdadeiro

Isto significa que fornece estimativas que, em média, coincidem comro
verdadeiro valor do parametro. Nao havera tendéncia sistematica para
sobrestimar ou subestimar o valor do parametro.

Além disso, a variancia do estimador decresce com a dimensao da amostra,
portanto, a medida que aumentamos a dimenséo da amostra, a variabilidade do
estimador, em torno do parametro, diminui. Diz-se entdo que o estimador é
consistente.

a0 . ~ T
——= designa-se por erro padrao da media
/7
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Estimacao da Variancia Populacional

A justificacdo para a utilizacdo da variancia amostral dada por

S?= L i(_x;—f)l

n—11

como estimador da variancia populacional é:  E(S7)=0"

2 ; — .
S~ & um estimador centrado da variancia populacional

Estimacao da Proporcao

Consideremos uma populacao constituida por individuos que pertencem a uma
de duas categorias A e A. Seja p a proporcao (desconhecida) de individuos que
pertencem a categoria A.




Pretendemos fazer inferéncia sobre o parametro p, pelo que se recolhe da
populacdo uma amostra de dimenséo n. Seja X a v.a. que representa o numero
de individuos na amostra que pertencem a categoria A.

Um estimador natural para p € a frequéncia relativa X/n, ou seja, a proporcao
de individuos da amostra que pertencem a categoria A.

. X . x X . .
p=— estimador p=— estimativa
1 1

Distribuicdo de amostragem da proporcao P

2

p=X e X Bin,p) entie E(F)=p vaip)=LY"2)

1 1

Pelo Teorema Limite Central, para n suficientemente grande, a distribuicéo de
amostragem de p pode ser aproximada pela distribuicao normal, de valor médio
p e variancia p(1-p)/n

4.2. Estimacao Intervalar: intervalos de confianga para o valor médio
e variancia de uma populag¢ao gaussianana; comparac¢ao dos parametros
de duas gaussianas; intervalos de confianga assintéticos em populagao
nao gaussianas; intervalos de confianca para uma proporc¢do e para a
diferenga entre proporg¢oes

Em vez de propormos um unico valor como estimativa de um parametro,
podemos obter, com base na amostra, um intervalo de valores ao qual
atribuimos um certo grau ou coeficiente de confianca em como contém o
verdadeiro valor (desconhecido) desse parametro.

Diz-se entao que vamos obter uma estimativa intervalar, ou seja, um intervalo
de confianca para o parametro.

Intervalo de Confianca para o Valor Médio

Seja X N N(u,0) com p desconhecido e o conhecido e consideremos uma amostra
aleatoria (X,,...,X,,) proveniente da populacao X.

g - X-u
Entao KA N(0.1)
()'x'f \/{7




Z é uma v.a. cuja distribuicdo ndo depende do parémetro desconhecido p.
Designa-se Z por variavel fulcral.

Fixado o grau, coeficiente ou nivel de confianca 1-a (0<a<l1), tem-se que

{ = o = o
P[l ~Lian = SHEXA+I,), —): I-a
i 1
Temos assim o intervalo aleatério

= o = o
No—gy g Xbgy s
[ 1-a/2 \/; 1-e/2 \/;]

Para uma amostra observada (x,...,X,), obtém-se entdo um intervalo de confianca
a 100(1-«)% ou intervalo de 100(1-a)% de confianca para o valor médio p

_ o _ o
[-T ~ S ﬁﬂ + e ﬁ}

O intervalo de confianca vem na forma (x — &, X + &), em que € é a margem de erro,
gue é metade da amplitude do intervalo
Ex: O tempo (em minutos) que uma determinada tarefa leva a executar
segue uma distribuicao normal com desvio padrao 2. Foi observada uma
amostra de dimensao 16, em que a média obtida foi 12.5 minutos. Construa
um intervalo de 95% de confianca para o valor médio p.

l-a = 0.95 < o = 0.05 < 1-/2 = 0.975 Zg.o7s= 1.96

Um intervalo de 95% de confianca para p (com o conhecido) € da forma

% o 5 o

X = Zp07 Z0.075
I’ Jn

e neste caso obtemos o seguinte intervalo

12.5+1.96%

2 2

Com 95% de confianca, o tempo médio de execucao da tarefa situa-se entre 11.52
e 13.48 minutos. Estimamos o valor médio com uma margem de erro igual a 0.98.

[12.5—1.96>< =(11.52,13.48)



O valor médio podera ser igual a 10? Com 95% de confianca ndo, porque 10 ndo
pertence ao intervalo. Note-se que é errado dizer pragmaticamente que o valor 10 ndo
é o verdadeiro valor médio, pois este continua desconhecido, mesmo apds a
inferéncia.

Interpretacdo do Intervalo de Confianca

Ao calcular um intervalo de 100(1-a)% de confianca para pu com base numa
amostra que foi recolhida da populacao, o intervalo obtido contém ou nao
contém o verdadeiro valor do parametro.

Se forem recolhidas varias amostras da mesma dimensao, o valor da média
sera certamente diferente de amostra para amostra, pelo que os limites do
intervalo variam. Portanto, a cada uma das amostras observadas corresponde
um intervalo particular dado por
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Entdo, se for observado um grande numero de amostras de dimensao n, a
percentagem destes intervalos que contém p € aproximadamente 100(1—a)%.
Portanto, esperamos que 100(1-a)% dos intervalos obtidos contenham p,
enquanto que os restantes 100a% nao o conterao.

Ex: Para um nivel de confianca de 95%, se forem recolhidas 100 amostras da
mesma dimensao de uma determinada populacao e se calcularmos os
intervalos correspondentes, esperamos que 95 desses intervalos contenham o
verdadeiro valor do parametro.

e (Quanto maior a amplitude do intervalo, menos a precisdao e maior a margem de
erro;

e Para um maior nivel do confianca, mantendo a amplitude do intervalo, sé
recolhendo uma amostra maior.

Para uma determinada amostra, quanto maior for o nivel de confianca
exigido, maior sera a amplitude do intervalo obtido.

Um processo para diminuir a amplitude do intervalo de confianca (i.e.,
aumentar a precisao da estimativa) consiste em aumentar a dimensao da
amostra.

Seja X m N(p,0) com p desconhecido e o conhecido. Qual a dimensao da
amostra necessaria para obter um intervalo de 100(1-a)% de confianca para
o valor médio cuja amplitude nao exceda um certo valor d?
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Se o for desconhecido, para determinar a dimensao da amostra que vai ser
recolhida, substitui-se o pelo valor de s obtido através de um estudo piloto.

Designa-se por margem de erro o valor igual a metade da amplitude do intervalo
de confianca.

Intervalos de 100(1-a)% de confianca para o valor médio

Populacao normal
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t..1.14/2 € 0 quantil de probabilidade 1-«/2 da distribuicéo t-Student com n-1
graus de liberdade

Populacao nao normal, grande amostra (n > 30)
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Intervalo de Confianca para a Variancia da Populacao

Populacao normal, u desconhecido

Avariavel fulcral e &ﬁ 2

Intervalo de 100(1-a)% de confianca para a variancia o2
[(w—l)s2 (:n—l)sz]
V4 5—1.1—“-': V4 5—1.“-*2

%*n-1,, € 0 quantil de probabilidade o da distribuicdo Qui-quadrado com n-1
graus de liberdade




Intervalo de Confianca para a proporc¢ao p
(Grandes Amostras)

Fixado o nivel de confianca 1-a, recordando a distribuicdo de amostragem de p
para n suficientemente grande, tem-se que

P =2 S —————=27 . |BRl-
[ e \.'p(l p)"f” 1 IAJ

Substituindo p, nos extremos do intervalo, pelo seu estimador consistente p ,
obtém-se o seguinte intervalo (aproximado) de 100(1-w)% de confianca para p

: [p(=p) . H(1— p
[p_:j—a."2 p}%flv)'-p—k‘_l—afl p"if}})

Nota:

Distribuicdo t-Student

Ha medida que n-1 graus de
liberdade aumenta, f.d.p.
aproxima-se da N(0,1)

0.225

=1
=4
V=8
=12
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Distribuicdo Qui-Quadrado (y?)

e e Na&o é uma distribuigao
5 simetrica;
N e Esempre positiva.




