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3.1. Conceito de Variavel Aleatodria. Fungao de Distribuicao

Variaveis aleatorias

Uma varidvel aleatéria pode ser entendida como uma varidavel quantitativa
[numérica], cujo valor depende de factores aleatdrios, isto &, cujo valor resulta de um
processo em que intervém o acaso.

Exemplos:

e Numero obtido no lancamento de um dado;

e Numero de comprimidos defeituosos numa amostra retirada de um lote e
numero de individuos infectados pelo virus da gripe duma dada regido, num
certo periodo de tempo;

e Volume de agua perdido, por dia, num sistema de abastecimento;

e Tempo de vida de um ser vivo de certa espécie.

A uma experiéncia aleatdria pode-se associar um modelo de probabilidade que
pressupbe a construcdo de um espaco de resultados e a atribuicdo de uma
probabilidade a cada um dos acontecimentos elementares. Ora, nem sempre os
resultados de uma experiéncia aleatdria sdo numéricos (e.g. lancamento de uma
moeda: cara ou coroa). [neste caso atribui-se valores a cara e a coroa, transformando a
variavel em numérica].

Além disso, frequentemente é preferivel sintetizar os aspectos mais significativos
dos resultados das experiéncias aleatdrias através da definicdo de uma variavel.

Ex: lancamento de uma moeda equilibrada Q ={cara, coroa}

X — varidvel aleatdria indicatriz do acontecimento A = {coroa}

A variavel indicatriz indica se o acontecimento se
realizou. X=0 se A se realiza e X=1 se B se realizou, etc.

Entdo: P(X=0) = P(sair cara) = %2 e P(X=1) = P(sair coroa) = %

Ex: Sdo escolhidos ao acaso 100 comprimidos de um grande lote e observa-se se cada
comprimido é defeituoso ou ndo defeituoso.

100 alementos! E mais conveniente

O espaco de resultados Q é constituido por 2
definir a variavel X — nimero de comprimidos defeituosos (ou ndo defeituosos) em

100. Para representar varidveis aleatdrias usam-se letras maiusculas do final do



alfabeto: X, Y, Z, W ... Se X for uma variavel aleatéria (v.a.) representamos por x
(minusculo) um valor observado dessa v.a., ou seja, um valor que a v.a. pode assumir

[note-se que se usam letras maiusculas do inicio do alfabeto para representar
acontecimentos]

Variavel aleatdria X = valor observado x
[varidvel aleatdria Y = valor observado y]

As varidveis aleatérias podem ser classificadas como discretas ou como
continuas.

Uma v.a. diz-se discreta se apenas assume um numero finito ou infinito
numeravel de valores distintos. [associado a contagens]

Exemplos:
e Numero obtido no lancamento de um dado;

e Numero de comprimidos defeituosos numa amostra retirada de um lote.

Uma v.a. diz-se continua se pode assumir qualquer valor de um intervalo da recta
real, sendo nula a probabilidade de assumir um valor especifico. [associado a
medicoes]

Exemplos:

e Nivel de glicose no sangue de um individuo numa dada populacao;

e Tempo até ser atingida a concentracdo maxima de um farmaco na circulagao
sistémica.

Se X é uma via continua ent3o:

P(X = a) =0 para qualquer real a

~ . casos favoraveis 1
[De forma nao rigorosa, pode-se pensar: P(x=a) = f— = —=0]
casos possivelts oo

[Para varidveis continuas calcula-se a probabilidade de intervalos de valores, por
exemplo, P(X > a), P(X < a), P(a < X< b)]

Funcao de Distribuicao




Uma forma de definir uma variavel aleatdria, discreta ou indiscreta, consiste na
utilizacdo de uma funcdo real de varidvel real [R — R] designada por func¢do de
distribuicao.

Funcdo de distribuicdo (f.d.) de uma varidvel aleatéria X (discreta ou continua) é
a funcdo definida por:
F(x) = P(X < x) para qualquerx € R
dominio

A funcdo de distribuicdo é cumulativa, representa a probabilidade acumulada
até x. Notemos que 0 < F(x) < 1.

[Apesar de ser possivel calcular f.d. para varidveis continuas e discretas, o seu cdlculo é
diferente para umas e outras. Esta funcao é mais interessante para varidveis continuas,
pois em alguns destes casos assume uma expressao analitica. Para varidveis discretas
soma-se a probabilidade até ao ponto x (semelhante as frequéncias acumuladas) e
para variaveis continuas calculam-se através de integrais — interpretacdo através de
areas]

Seja X uma v.a. com f.d. F(X). Entdo, dados os pontos a e b, tais que a < b, tem-
se que:

Pla <X <b) =F(b)-F(a)

O conhecimento da funcdo de distribuicdo possibilita, de forma expedita, o
calculo da probabilidade de uma v.a. assumir valores num dado intervalo. Notemos
gue, se a v.a. for continua:

P(a< X <b)=P(a<X<h)=Pa<X<h)=P(a< X< b)=Fb)-Fa)

Se a v.a. X for continua estas probabilidades sdo todas iguais! [0 que ndo é
verdade para variaveis discretas].

3.2. Varidveis Aleatdrias Discretas. Fungao Massa de
Probabilidade

E natural definir a probabilidade de uma varidvel aleatéria assumir um
determinado valor como sendo a probabilidade do acontecimento que fez com que a
v.a. tivesse esse valor.

Chama-se funcdo massa da probabilidade (f.m.p.) a funcdo que, a cada valor
numeérico que a v.a. assume, faz corresponder a probabilidade associada a esse valor.



Uma v.a. X discreta fica perfeitamente identificada pela sua f.m.p., ie, pelos valores de
X que a v.a. pode tomar e pelas probabilidades com que assume cada um desses

valores.
X
X =
P(i) = P(x=x)

Atendendo a definicao de probabilidade, é imediato que qualquer f.m.p., goza

das seguintes probabilidades:

1. P=0
2. Zipi =1

X= = a=0,2
0,3 |01 a 0,4

[Ex: langamento de uma moeda:

x=J 0 1 X 0 1
% % ou P(X=x) % I

Nota: sé se inserem nas tabelas os valores com probabilidade ndao nula]

Ex: Uma urna que contém 4 bolas numeradas de 1 a 4. Extraem-se ao acaso 2 bolas de
uma urna. Defina a v.a. que representa a soma dos numeros observados nas bolas

extraidas.
(i) Supondo que a extraccdo é feita com reposicao:

Q ={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3),
(3,4), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4)}

2 3 4 5 6 7 8

Y16 /g a Y4 /16 /g Y16

(ii) Supondo que a extraccdo é feita sem reposicdo:
0 ={(1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (2,4), (3,2), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)}

3 4 5 6 7

1/6 1/6 1/3 1/6 1/6



3.3. Variaveis Aleatdrias Continuas. Fun¢ao Densidade de
Probabilidade

Define-se fung¢do densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma varidvel aleatéria
X continua r representa-se por f(x) como sendo a derivada, se existir, da funcdo de
distribuicdo F(x). [note-se que f.d. representa-se por letras maiusculas e f.d.p. por
letras minusculas]

d F(x)
dx

f&) =

O que é equivalente a:

F(x) = ff(x)dt

visto que F(-0) = 0

Notacdo que significa limite ’

[O dominio ]-o0, x] é explicado pois F(x) =P(X < x) = P(x € | — o0, x])
f.m.p. da funcgdo discreta é a correspondente a f.d.p. da varidvel aleatdria continua]

Nos pontos em que ndo existe derivada de f.d., é habitual considerar que f(x) =
0. Quando a v.a. assume valores apenas num subconjunto de R, admite-se que f(x) = 0
no exterior daquele subconjunto.

Propriedades de f.d.p.:

1) f(x) =0;
2) fj;f(x)d(x) =1 [= A=1]

[A funcdo densidade de probabilidade estd sempre acima dos eixos dos xx. Possiveis
graficos:
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Notemos que paraa < b:
b
ff(x)dx =F()— F(a)=P(a<X <b)
a

O calculo do integral anterior é equivalente a calcular o valor da area
compreendida entre o eixo das abcissas, o grafico da f.d.p. e asrectasx=aex=h.

P(x < x1)=P(x < xq) visto
que P(x = x4)=0

3.4. Caracteristicas Populacionais

Vamos agora definir medidas de localizacao e dispersao que permitem identificar
muitas das caracteristicas fundamentais de uma populacéo representada pela
v.a. X. S&o os chamados parametros populacionais, dos quais depende a
distribuicao de X.

Parametro: quantidade numérica fixa, embora por vezes seja desconhecida

[ - nunca sdo aleatérios; - representados com frequéncia por
- por vezes sdo desconhecidos; letras gregas]



Valor Médio

[corresponde a médial

Define-se valor médio ou valor esperado de X e representa-se por E(X) ou py
como sendo:

« Seja X uma v.a. discreta que assume valores x; com probabilidade p,, i=1,2,...

Entao .
E(X)= Z X, D; ﬁuma espécie de média ponderadal]
quando Z' X |y <o ﬂ seja, quando a série é convergente]

~

0 valor esperado de uma v.a. discreta nao € necessariamente um valor que a
v.a. pode assumir com probabilidade nao nula.

Ex: Seja X a v.a. que representa o numero de pontos obtidos no lancamento de
um dado equilibrado.

E(X)=1x1/6 + 2x1/6 + 3x1/6 + 4x1/6 + 5x1/6 + 6x1/6 = 3.5

[E(X) é um valor ndo obtido no lancamento do dado, mas ndo se arredonda]

« Seja X uma v.a. continua com f.d.p. f(x). Entéo

“+-a0

E(X)= _.' x f(x)dx
—o0

quando

“+oo
j'| x| F(x)dx < oo

—00

O valor médio corresponde ao centro de gravidade da distribuicdo de
probabilidades. E um parametro de localizacdo do centro da distribuicéo.



Valor médio de uma fung¢do de uma varidvel aleatdria

Seja X uma v.a. e Y = y(X) uma v.a. que € funcao de X. Entao

« Se X € uma v.a. discreta que assume valores x; com probabilidade p,, i=1,2,...

EQ)=EWX) =D y(x)p,

» Se X é uma v.a. continua com f.d.p. f(x) e supondo que y(X) & ainda uma
v.a. continua

E(Y)=E(y(X)= [y(x)f(x)dx

Supomos em ambos os casos que o valor médio de Y = y(X) existe. Notemos que a
existéncia de E(X) nao implica a existéncia de E[y(X)] e inversamente.

Propriedades do valor médio:

1. Dadas as v.a. X e Y com valores médios E(X) e E(Y), respectivamente, entao
E(X +Y)=E(X) + E(Y)
2. Dada a v.a. X e as constantes a e b, tem-se

E(aX+b)=a E(X) + b%visto que E(b) = j

3. Generalizando as propriedades anteriores, se existir E(X;), j=1,..., n, entao

£ {i a, X, J = i a;E(X))
= =

Quantil de probabilidade p (0 <p <1)

Vamos considerar apenas o caso de uma v.a. X continua, visto que sdo estes os
quantis que tém mais interesse do ponto de vista pratico.

Define-se quantil de probabilidade p de uma v.a. X continua como sendo o
numero real x tal que

F¥)=p & P(X<x)=p



O quantil de probabilidade p representa-se genericamente por y,,
E também uma medida de localizacéo.
Quando p = obtem-se a mediana de X
p = '% obtem-se o 1° quartil e para p = % obtem-se o 3° quartil de X

Quando p = 0.1,...,0.9 obtém-se os decis; para p = 0.01,...,0.99 obtém-se os
percentis

[Exemplo:

Nota: grafico representa f.d.p.

/\\ Quantil de probabilidade 0,3 = b
/ e p = F(b) = 0,3]

e P

Variancia (populacional)

Define-se variancia da v.a. X e representa-se por var(X) ou ¢Zcomo sendo
var(X) = E[(X - E(X))’]
Facilmente daqui se deduz uma expressao mais simples para o calculo da

variancia:
var(X) = E(X?) - EZ(X)

Propriedades da variancia:

1. var(X) = 0, sendo que a variancia de uma constante é zero

2. Dadas as constantes a e b, tem-se que var(aX+b) = aZvar(X)

Avariancia de X € uma medida da dispersao da distribuicdo de X relativamente ao
seu valor médio.



Desvio Padrdo (populacional)

E por vezes mais conveniente usar como parametro de dispersio a raiz
quadrada da variancia, visto que assim estaremos a usar uma medida que se

exprime nas mesmas unidades da variavel.

Entao, define-se desvio padrao da v.a. X como

o =,/var(X)

O desvio padrao mede a variabilidade da populacao relativamente ao seu valor

meédio.

Coeficiente de Variacao (populacional)

O coeficiente de variacdo da v.a. X € igual, se existir, ao quociente entre o

desvio padrao e o valor médio de X

O coeficiente de variacdo € uma grandeza que nao depende de qualquer
unidade de medida e €, portanto, muito utilizada para comparar a dispersao

relativa de variaveis aleatorias.

Exemplo do calculo do valor médio e variancia de uma variavel aleatdria discreta

X - n° de pacientes hipertensos, em 4, cuja tenséo arterial fica controlada apos
a administracdo de um certo farmaco

CV=0c/pn

k 0

P(X=k) 0.008

0.076

0.265

0.411

0.240

E(X)=0x0.008+1x0.076 + 2x 0.265 + 3% 0.411+4x0.24 =2.799 ~ 2.8
E(X?)=0>%0.008 +1>x 0.076 + 2% x 0.265 + 3> x 0.411 + 4” x 0.24 = 8 675

var(X) = E(X*)-E*(X)=8.675-2.799° = 0.841

oy =+Var(X) =/0.841 =0.917




Par aleatdrio Discreto

Por vezes, € necessario descrever o resultado de uma experiéncia aleatoria
recorrendo a mais do que uma variavel. Vamos considerar o caso de duas
variaveis aleatodrias discretas e vamos estudar o comportamento conjunto
dessas variaveis.

Sejam X e Y as duas v.a.’s discretas de interesse. Um par aleatdrio discreto
(X,Y) fica perfeitamente identificado pela sua funcdo massa de probabilidade
conjunta, i.e., pelos valores (x;,y;) que o par de v.a.’s assume e pelas
probabilidades de assumir esses valores.

py=PX=xnNnY=y)=P(X=x.Y=y,) i=l..kj=1l..m

Af.m.p. do par aleatorio (X,Y) costuma representar-se numa tabela:

LNE | 3y = B e By
- -
X ~tp, by 2. | p. = f.m.p. marginal de X
Yo | Pu Py P | P
py Py o Pa|l
A\ A
L

f.m.p. marginal de Y

Af.m.p. do par (X,Y) goza das seguintes propriedades:
D p;20 Vij.

2) ZZ py =1 R soma das probabilidades é zero]
i

Exemplo:

Uma farmacia tem duas marcas (A e B) de certo medicamento para tratamento
de uma doenca pouco frequente. Considere-se o par aleatorio (X,Y) em que

X - n° de caixas da marca A vendidas por semana
Y - n° de caixas da marca B vendidas por semana



Qual a probabilidade de se
venderem 2 caixas de A?

Qual a probabilidade de se
vender 1 caixa de B?

N 2 3 pi
0 | o010 | 015 | 0.10 | 0.35
1 | 015 | 020 | 0.10 | 045
2 |o015 | 005 | o | o020
P; | 040 | 040 | 020 | 1

Varidveis Aleatdrias Independentes:

Qual a probabilidade de se
venderem 2 caixas de Ae
1 de B?

X e Y sdo variaveis aleatorias (discretas) independentes se e so se

.f-'YZJ!j):P("Y:xf)XP{YZJ';) V(x.y;)

ou seja, para todo o par de valores (x;,y;) em que (X,Y) esta definido.

[Nota: A e B sdo independentes se e s6 se P(A N B) = P(A) . P(B)]

[se existir apenas um par de valores em que a condi¢do ndo se verifica as varidveis sao

dependentes;

Varidveis cuja interseccdo de um par de valores é zero ndo sdo independentes]

No exemplo anterior, X e Y nao sao variaveis aleatorias independentes.

Por exemplo: P(X=2,Y=3) # P(X=2)P(Y=3) < 0= 0.2x0.2

Covariancia

Dadas duas v.a. X e Y, existe uma medida do grau de intensidade com que as
v.a.’s se associam (linearmente) que se designa por covariancia entre X e Y

cov(X,Y) = E[(X - E(X)) (Y - E(Y))]

Pelas propriedades do valor médio, obtem-se uma expressao equivalente:

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)




1. Para quaisquer v.a.’s X e Y tem-se que
var(X £Y) = var(X) + var(Y) £ 2cov(X,Y)

2. Se as v.a.’s X e Y sao independentes, entao cov(X,Y) = 0.

Se X e Y sao v.a.’s independentes, entao
E(XY) = E(X) E(Y)

var(X +Y) = var(X) + var(Y)

var(X-Y) = var(X) + var(Y)

[cov (X,Y) = 0 ndo implica que as v.a. sejam independentes, mas cov (X,Y) # 0 implica
gue as variaveis ndo sejam independentes]

Quando X e Y ndo sao variaveis aleatorias independentes, pode ainda
acontecer que cov(X,Y) =0

Ex:
Y
X 1 0 1
0 0.1 0.1 0.1
2 0.1 0.2 0.1
4 0.1 0.1 0.1

E(XT)=> > x7,p, =0+0+0-02+0+02-04+0+04=0
J

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y)=0-2x0=0

Coeficiente de Correlacdo

A covariancia depende das unidades em que se exprimem as v.a. X e Y. Assim, €
conveniente introduzir um novo parametro, nao dependente dessas unidades,
para medir o grau de associacdo linear entre X e Y.

O coeficiente de correlacdo entre as v.a. X e Y € dado por

_cov(X,Y)  cov(X,Y)
o \/ var(X) var(Y) O YOy




Pode demonstrar-se que p toma valores no intervalo [-1,1]. Além disso,

« um valor de p proximo de 1 ou de -1 significa uma forte associacéo linear entre
XeY

- um valor de p proximo de zero significa que a associacéo linear entre X e Y nao
existe ou & muito fraca. Neste caso as v.a. X e Y podem estar correlacionadas
nao linearmente.

Retomemos o exemplo da venda do medicamento:

*"’ ! 2 > Pi. X e Y ndo sdo independentes
0 0.10 015 0.10 0.35 por exemplo, P(X=2,Y=1)=0.15
que é diferente de
1 015 | 020 | 0.10 | 045 P(X=2)P(Y=1) = 0.20x0.40=0.08
015 | 005 0 0.20
P, 040 | 040 | 020 1

Calculo da covariancia e do coeficiente de correlacao:

E(X)=0x0.35+1x0.45+2x0.20 = 0.85

E(X?)=0"x035+1"x045+2"%x0.20=1.25 \E(}’):l.g oy =0.748

Var(X)=E(X?)-E*(X)=1.25-0.85" =0.5275

o, =0.726 CoV(X.7)=135-085x1.8=—0.18
—0.18

E(XY)=0x1x0.1+0x2x0.15+4---+2x3x0 —-0.33

=1.35

P = 0726%0.748

Soma de Variaveis Aleatdrias

Dadas duas v.a.’s X e Y podemos construir uma nova v.a. X+Y.
Vamos ilustrar o procedimento, usando o par aleatorio do exemplo da
venda do medicamento

Qual a probabilidade de serem
vendidas 2 caixas do medicamento por
0 010 | 0.15 | 0.10 | 0.35 semana, isto &, qual a probabilidade
de que X+Y=2?

1 0.15 0.20 0.10 0.45

2 015 | 005 0 020 PX+Y=2)=
=P X=0Y=2)+P(X=1LY=1])
=0.154+0.15=0.30

P, 040 | 040 | 020 1




Verifique que

XY 1 5 5 i E(X+Y)=265=E(X)+EQX)
Var(X +Y)=0.7275 # Var(X) + Var(Y)
Prob. | 010 | 030 | 045 | 0.15 O yiy = 0.853

3.5. Modelos Discretos: binomial, Poisson e hipergeométrica

Vamos agora estudar alguns modelos probabilisticos com grande aplicacdo na
pratica.

Modelo Binomial

Consideremos uma experiéncia aleatdéria com as seguintes caracteristicas:

e A experiéncia é constituida por n provas, entendendo-se por prova uma
repeticao em condicgdes idénticas;

e S3o provas independentes;

e Em cada prova ocorre apenas um de dois resultados possiveis [estuda-se
apenas um acontecimento], designados por sucesso ou insucesso. A
probabilidade de sucesso mantém-se constante de prova para prova e
representa-se por p [letra minudscula].

[sucesso = ocorreu o acontecimento estudado;
Insucesso = ndo ocorreu o acontecimento estudado]

Uma sucessdo de provas com estas caracteristicas designa-se por sucessdo de
provas de Bernoulli:

Exemplos:

e Lancamento de uma moeda: cara (sucesso), coroa (insucesso) [quer seja a
moeda equilibrada ou nao];

e Observacdo de comprimidos de um lote: comprimido defeituoso (sucesso),
comprimido ndo defeituoso (insucesso);

e Resultado de um tratamento para uma certa doenca aplicado a pacientes em
condicbes bem definidas: paciente curado (sucesso), paciente ndo curado
(insucesso) [a independéncia resulta da escolha dos pacientes ser aleatérial.



Seja X a v.a. que representa o numero de sucessos em n provas de Bernoulli e
em que a probabilidade de sucesso é p. Entdo a f.m.p. é:

n

K=0,1,2,..,n

[NUmero de sucessos]

X é uma v.a. binomial de parametros n e p e representa-se por:

P(X=K)=(

[equivalente a C}']

XN Bi(n,p)

[ndo é uma interseccao;
Lé-se X tem distribuicdo binomial de parametros n e p]

[Exemplo:

Foram feitos 3 lancamentos de uma moeda nao equilibrada:
2 1
P(cara=F) =3 P(coroa =C) =3

X —numero de coroas que saem em 3 langamentos

P(X=0) = @3 =5 P(X=2)=3 x 3 x G)Z =
Px=1) =3 x (2) x 2= 2 )= (5) =

Recordar que:

| |
Cie = (Z)=m !

Il
[E

Mostra-se que:

E(X) = np e var(X)=np (1-p)

[Nimero médio de sucessos em n provas]

Caso particular: quando n=1, X é designado por v.a. de Bernoulli

[é a varidvel indicatriz]



Amostragem com reposicao:

Consideremos o processo de amostragem em que, para cada individuo
recolhido aleatoriamente na populacdo, se verifica se tem ou ndo uma determinada
caracteristica, repondo o elemento antes de proceder a uma nova extrac¢dao. Entdo,
estamos em condi¢des de aplicar o modelo Binomial quando ser quer estudar a v.a.
gue representa o numero de individuos da amostra assim obtida que tém a dita
caracteristica.

[mesmo que ndo se faca reposicao em determinadas condi¢cdes pode-se utilizar o
modelo binomial, se a dimensdo da amostra for muito superior a probabilidade
considerada]

Soma de v.a. independentes com distribuicao binomial:

Dadas as v.a. x4, ..., X; independentes com distribui¢cao binomial

Xi N Bi (ni, p), i=1, vy k
A soma Si= X; + ... + X também tem distribuicdo binomial
k
S; N Bi Zni,p i=1,..,k
i=1

[para isto ser valido o parametro p tem de ser igual para todas as v.a.
Exemplo: lancamento de uma moeda. Seja:
X1 —numero de caras em 5 langamentos;
X, —numero de caras em 19 langcamentos;
X3 —numero de caras em 3 lancamentos.
Uma vez que as variaveis tém a mesma probabilidade p de sucesso, a varidvel soma
também é binomial]

Distribuicao Geométrica

Uma varidvel aleatéria X diz-se geométrica de parametros p se representar o
numero de provas necessdrias até a obtencdo do primeiro sucesso (inclusive), numa
sucessdo de provas de Bernoulli em que a probabilidade de sucesso é p.

[E um caso particular de uma outra distribui¢io — Distribui¢io Binomial Negativa — em
gue se considera o niumero de provas necessdrias até a obtencdo do enésimo sucesso
(terceiro, quinto, décimo ...)]

A f.m.p. de X é dada por:

P(X =k) = p (1-p)<* k=1,2,..[K€e[1, 0[]



Mostra-se que:

1 1-p
E(X) =- Var(X) = —
(X) > ar(X) >

[Exemplo: Numa urna estdo 20 bolas, das quais 5 sdao brancas. Qual a probabilidade de
a bola branca sair pela primeira vez a terceira extraccao?

o=t (122 = 2

Neste exemplo, E(X) = 4]

Distribuicao Poisson

Vamos agora considerar um modelo discreto que se aplica em situacdes em
gue interessa estudar o numero de ocorréncias de um certo acontecimento, num
determinado intervalo de tempo ou regidao do espaco.

[ex: nimero de chamadas recebidas num call center em 15 minutos]
Suponham-se que se verificam as seguintes hipoteses (processo de Poisson):

e A ocorréncia do acontecimento num determinado intervalo é independente da
ocorréncia do acontecimento em qualquer intervalo distinto;

e A probabilidade de exactamente uma ocorréncia do acontecimento em
qualquer intervalo de amplitude h arbitrariamente pequeno é Ah;

e A probabilidade de duas ou mais ocorréncias do acontecimento em qualquer
intervalo de amplitude h é aproximadamente 0.

Seja X a varidavel aleatdria que representa o numero de ocorréncias do
acontecimento num intervalo unitdrio [seja 15 minutos, 1 cm3, ou outro intervalo
considerado]. Entdo dizemos que A tem distribuicdo de Poisson de parametro A com
f.m.p. dada por:

Y

PX=k)=ce p

k=0,1,2,.. 1>0
Representa-se por X N P(A)
O parametro A é o numero médio de ocorréncias por intervalo de tempo:

EX)=4 e wvar(X)=4

[no exemplo acima A é o niumero médio de chamadas recebidas em 15 minutos]



Exemplos de aplicacdo da distribuicdo de Poisson:
e Numero de novos casos de hepatite numa certa regido num més;
e Numero de clientes que chegam a um balcdo de atendimento num certo
intervalo de tempo;
e Numero de erros de impressdo por pagina de livro;
e Numero de chamadas telefénicas recebidas num call center numa hora;
e Numero de bactérias num determinado volume.

Cada intervalo unitadrio é dividido em h subintervalos, de modo que cada
subintervalo tenha uma amplitude arbitrariamente pequena. Entdo em cada um
desses subintervalos:

- A . . , A
e A probabilidade de exactamente uma ocorréncia do acontecimento é p
e A probabilidade de 2 ou mais ocorréncias do acontecimento é

aproximadamente O;

Entdo, a probabilidade de k ocorréncias do acontecimento no intervalo é para k
fixo.

[ou seja, ou ocorre o acontecimento ou ndo ocorre nada, como na distribuicdo
binomial.

k

o= () () (1-

Se n — oo, tem-se

n—-k

n

m nn-—1..n—k+1) Ak( /1) ( /1>—k

1-=) (1-=

n— oo nk k! n n

A distribuicdo Binomial Bi(n,p) converge para a distribuicio de Poisson P(A4)
guando:

e 1n — oo (onumero de provas aumenta) [a partir de 20 ou 30 provas]

e p — 0 (aprobabilidade de sucesso tende para zero)

e np=A(onumero médio de sucesso mantém-se constante de prova para
prova)

O modelo de Poisson surge assim como limite do modelo binomial, nas
condicOes anteriores, por isso é designado por Lei dos Acontecimentos Raros.

Soma de v.a. independentes com distribuicao poisson:




Dadas as v.a. Xy, ..., X,, independentes com distribuigdo de Poisson
XiNP(A), i=1, .., n
A soma Sg= X; + ... + X,, também tem distribuicdo de Poisson

k
S, NP (Z’L) i=1,..,n

i=1

Distribuicao Hipergeométrica

Quando se procede a extrac¢des sem reposicdo numa populacdo finita, o que
podemos dizer quanto a varidvel aleatdria que representa o nimero de elementos da
amostra assim obtida que possuem determinada caracteristica?

Consideremos uma populacio de N elementos dos quais M possuem
determinada caracteristica (sucesso), enquanto que os restantes N — M ndo a tém. Seja
n a dimensdao de uma amostra extraida da populacdo (sem reposicdo) e X a v.a. que
representa o numero de elementos da amostra que possuem a dita caracteristica.
Entdo a v.a. X tem distribuicdo hipergeométrica dada por:

M\ (N —M
sy B
()

K = Max. (0, n(N-M)), ..., min(M,n)

[Exemplo: num lote de 12 caixas de comprimidos sabe-se que 3 estdo danificadas e 9
estdo normais. Retiraram-se 4 caixas sem reposicao. Qual a probabilidade de 2 dessas
caixas serem danificadas?

X —numero de caixas danificadas em 4 retiradas aleatoriamente sem reposicdo

De quantas maneiras De quantas maneiras posso
posso retirar 2 caixas em retirar 2 caixas em 9 normais
3 danificadas (3) (9)

P(X =2) = ~2222 — 0218

De quantas maneiras posso
retirar 4 caixas em 12

Nota: é sempre necessario conhecer a distribuicdo da populacdo]



Os parametros sao N, n e — (que é a probabilidade de que um elemento

extraido ao acaso da populagdo possua a caracteristica).
E(X) =np Var(X) = np (1-p) —

O modelo hipergeométrico é adequado quando se procede a extraccdes sem
reposicao:

e as extraccbes ndo sdo independentes;
e aprobabilidade de sucesso varia de extrac¢do para extraccdo.

No entanto, quando se procede a extrac¢bes sem reposicao, se a dimensao N da
populacdo for muito maior que a dimensdo n da amostra, o modelo binomial pode ser
usado para representar o numero de elementos da amostra que possuem
determinada caracteristica. De facto, neste caso, as sucessivas extrac¢ées podem ser
consideradas independentes e a probabilidade de sucesso n3do se altera
substancialmente de extrac¢ao para extraccao.

3.6. Modelos Continuos: uniforme, exponencial, o modelo
gaussiano e o Teorema Limite Central

Distribuicao Uniforme

X tem distribuicdo uniforme no intervalo (a, b) se a sua f.m.p. for dada por:

[Demonstracdo:
’ ' Funcdo uniforme = f(x) =k se
f(x) =0 se
& (b-ak=1k=—/]

a b

Simbolicamente, representa-se por X  U(a,b).

A funcdo de distribuicdo é dada por:



( 0 sex<a

=
Q

) P sea<x<b

F(x) =

1 sex=>b

\
Entdo, se X N U(a,b), temos que:

+b

E(X) = aT = [se a distribui¢do for uniforme o valor médio é o ponto médio]

(b—a)?
12

Var (X) =

Distribuicio Normal (ou Gaussiana)

A distribuicdo normal é a mais conhecida das distribuicdes continuas e é uma
das mais importantes.

Do ponto de vista das aplicagdes empiricas, tem-se comprovado que muitas das
caracteristicas observaveis de determinada populacdo sdo bem representadas por
variaveis aleatédrias que seguem uma distribuicdo normal.

Exemplo: distribuicdo da altura ou do peso dos individuos em populagdes
razoavelmente homogéneas.

Por outro lado, prova-se que a distribuicdo da soma (ou da média) de um
numero suficientemente grande de varidveis aleatédrias s.i.d.d. [independentes e
identicamente distribuidas, ou seja, com o mesmo parametro] é bem aproximada a
distribuicdao normal, o que permite justificar a sua utilizacdo em muitas situacdes. Tem
também um papel importante na inferéncia estatistica.

Uma v.a. X tem distribuicdo normal de parametro u e g se a sua f.m.p. é dada
por:

1 1 /x — puy\?
Fe0 = —=ex|-5 (551 |
x € R; U € R; o € R

Se X N N(u, 0), entdo E(X)=A e var(X) = g2
Desviovpadréo

Vejamos algumas propriedades da f.m.p. da normal relativamente a sua
representacdo grafica:



1. E simétrica relativamente ao seu valor médio u, de modo que 2 curvas
correspondentes a 2 distribuicdes com o mesmo desvio padrdo ¢ tém a mesma
forma, diferindo apenas na localizacao.

2. E tanto mais achatada quanto maior o valor de o, de modo que 2 curvas
correspondentes a 2 distribuicdes com o mesmo valor médio sao simétricas
relativamente ao mesmo ponto u, diferindo apenas quanto ao seu grau de
achatamento.

.8

(65,25

{.6

Hx
24

0.2

B0

Para qualquer v.a. X N N(u, 0):

- Pu—0o<x < u+o0)=0,6826

- Pu—20<x < u+20)=09544

- Pu—30<x < u+30)=09973
Distribuicao Normal

-+ 89,73%
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A distribuicao normal com valor médio u=0 e desvio padrdo g=1 é designada por
distribuicdo normal “standard”ou padrdo e representa-se por N(0,1). Se X N N(u, o),
entao:

X—u

z= NN(0,1)

A funcdo de distribuicdo da normal “standard” tem uma notacdo especial:
zNNO01)=>P(Z<z)= ¢(2)

XN N(u, o)
PX< b)=p(=t < ZH)=p(b < =B =¢ (5h)

a-u
ag

—u X—u b- b—
P(aSXSb):P(aU”s U“s U“=¢( a”

)- o5

Uma propriedade importante da f.d. da Normal(0,1):

pela simetria da f.d.p. relativamente ao valor médio 0 deduz-se que
DO(—x)=1—-D(x)

[note-se que o grafico da normal é simétrico e que A=1]

Existem tabelas para a f.d. da Normal(0,1). Pela propriedade acima referida,
constata-se que basta haver tabelas para valores positivos ou negativos.

0 quantil de probabilidade « da N(0,1) representa-se por z, e € tal que

D(z,)=a & P(Z=z,)=c

Note-se que 2, =g

[74

0 quantil de probabilidade « € igual ao simétrico do quantil de probabilidade 1-a

14

[x é o quantil do ordem 0,1 = F(x) = 0,1

o quantil de ordem 0,5 corresponde a
mediana, que é igual a média, porque a
distribuicdo normal é simétrica;

qualquer quantil de ordem menor que

0,5 é negativo (numa N(0,1)) ]




Soma de variaveis aleatdrias independentes com distribuicdo normal

Dadas as v.a.’s Xy, ..., X, independentes com distribuicao normal

X. NN, 0;) i=l...n

a soma S = X,+..+ X, também tem distribuicao normal

S, NN i,uj. ﬁio’f i=1...,n
i=1 i=1

Se as variaveis forem independentes
Soma dos «— \A P

. a variancia (6°) da soma é a soma das
valores médios

variancias
Propriedade mais geral:

Qualguer combinacao linear de v.a.’s independentes com distribuicao normal
tem ainda distribuicao normal

[combinacgdo linear = multiplicacdo por constantes]

Valor Médio e a Variancia da Média

Quando as variaveis aleatorias X,,...,X, sdo independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) diz-se que (X,,... X .) € uma amostra aleatdria.

Média X=-31%,

[i.i.d. implica que a varidveis tém os mesmos parametros

Dada uma amostra aleatoria (X,,...,X,) proveniente de uma populacao X de valor
medio p e desvio padréao o, entao

E@D)=u var(X) =2~

Dem.:
EX)=g va(X))=0" i=Ll..n

np = 1 no’ O‘j
E(X)= E(X)) var(X)=— ) var(X, )— =
HIZI: ( Z |



Distribuicdo da Média para Populacées Normais

Ja dissemos que qualquer combinacao linear de v.a.’s independentes com
distribuicdo normal ainda tem distribuicdo normal. Como a média € uma
combinacao linear vem que:

Seja (X,...... Y, Juma amostra aleatoria emque X, " N(u.0).i=1....n.
Entio fmv[ ﬁ_i] o B -89 ()
N o/n

O que é sempre verdade seja ¢ desconhecido ou ndo.

Quando o parametro o € desconhecido, se substituirmos ¢ por S dado por

1 & o X—u
S = (X, —-X)", tem-seque T = g,
\Ku-lé " S/n P

T tem distribuicao t-Student com n-1 graus de liberdade.

[A distribuicdo t-Student é extremamente parecida com a distribuicdo Normal:
também tem forma de sino e é simétrica em relagdo a |, mas as caudas sdao mais
“pesadas”]

Teorema Limite Central

Distribuicdo da média para populacées nao normais

Quando a distribuicdo da populacdo X nao € normal, a distribuicdo da média néo é
em geral conhecida.

No entanto, um dos teoremas fundamentais da Teoria das Probabilidades fornece
uma indicacdo sobre o comportamento da distribuicdo da média de um numero
suficientemente grande de v.a.’s i.i.d.

TEOREMA LIMITE CENTRAL

Se Xi,..., X, sao v.a.’s independentes e identicamente distribuidas, com valor
médio p e variancia ¢? finita, entao a distribuicdo da soma Sn = X,+..+ X, ou
da média (X,+...+ X,)/n tende a aproximar-se da distribuicao normal para n
suficientemente grande (n=30).

S =ny X-u
P —= <z |=0(z <z |=0(z
Pt AT Joe




Aplicacées do Teorema Limite Central:

Aproximacao da distribuicao binomial pela distribuicao normal

Uma v.a. X com distribuicao Bi(n,p) pode ser considerada como a soma de n
v.a.’s independentes cada uma com distribuicao Bi(1,p). Entao, pelo
Teorema Limite Central, temos o seguinte resultado:

Se X Bi(n,p) , entdo para n suficientemente grande

X —np
np(1-p)

~ ZAN(0))

a distribuicao da v.a. X n Bi(n. p) pode ser aproximada pela distribuicao Np/np(l1— p))

Regra pratica; considera-se uma aproximacao razoavel da distribuicdo binomial
pela distribuicao normal quando np>10 e n(1-p)>10

Aproximacao da distribuicao de Poisson pela distribuicdo normal

Uma v.a. X com distribuicao P(L) pode ser considerada como a soma de n v.a.’s
independentes cada uma com distribuicao P(A/n). Entao, pelo Teorema Limite
Central, temos o seguinte resultado:

Se XN P() , entao para A suficientemente grande

X

N

~Z N N(0.D)

Regra pratica: considera-se uma aproximacao razoavel da distribuicdo de
Poisson pela distribuicdo normal quando 2>20.




